7. Graphentheorie

Graphen vielseitig verwendbar zur Reprasentation von Zusammenhangen, etwa:
Stadte Verbindungswege

Personen Relationen zwischen ihnen
Aktionen zeitliche Abhangigkeiten

Def. 7.1: Ein_gerichteter Gragh = (V, E) besteht aus

1. einer Menge von Knoten (vertices) V,
2. einer Menge von Kanten (edges)IE/ x V.

Gerichtete Graphen werden bildlich reprasentiert, indem man Knoten als Bodk@anten
als Pfeile vom zugehorigen Anfangs- zum Endpunkt zeichnet.

Beispiel:

V={1,2, 3,45}
E={(1.2), (1,3), (2,3), (3,4), (4,5), (5,5), (5,1)}

— i

G heif3t_schlingenfrefalls (p,q)C E impliziert p# g.
Anmerkung: in der Literatur findet sich manchmal auch die folgende Definition:

Def. 7.1a): Ein gerichteter Graggh= (V, A, f) besteht aus

1. einer Menge von Knoten (vertices) V,

2. einer Menge von Kanten A, so dass \A leer,

3. einer Abbildung f: A ->V x V, die jeder Kante ein Paar bestehend aus
Anfangs- und Endknoten zuordnet.

Def. 7.1a) lasst mehrere Kanten zwischen denselben Knoten zu!

Da die oft irrelevant sind, wird meist (auch in dieser Vorlesung) die einfa€redmition
verwendet!
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Def. 7.2: Sei G ein gerichteter Graph.
Eine endliche Folge (3 ..., &) hei3t Wegoder Pfad) in G, wenn fur alle i,<li < m, gilt:

(&, a+1) U E.

Ein Weg (a, ..., &) heildt zyklenfrei, wenn# j impliziert 8 # g. Ein Graph heil3t zyklenfrei,
wenn alle Wege in ihm zyklenfrei sind.

Reprasentation endlicher Graphen:

a) Adjazenzmatrix:

Speichere Graphen G durch |V| x |V| -Matrix A&vobei g = 1 falls (v,v;) O E, 0 sonst.

Matrix fur obiges Beispiel:

RPOOOO
ocNoNoNol
eoNoNoN
[oNoN NoNe]
PP, OOO

b) Adjazenzlisten:
Listen L, i O {1, ..., [V[}, L enthalt alle Nachfolger von.v
fur obiges Beispiel:

Lq: (2,3)

Lo (3)

Ls: (4)

Ls: (5)

Ls: (5,1)

Oft sparsamer als Matrix.

Def.7.3: Ein_ungerichteter Grafih = (V, E) besteht aus

1. einer Menge von Knoten V,
2. einer Menge von Kanten®&{p,q} | p, g U V}.

Def. 7.4: Sei G ein ungerichteter Graph.

a) Eine endliche Folge{a..., &) heil3t Weg (oder Pfad) in G, wenn fur alle & 1< m, gilt:
{ai, a+1} O E.

b) Ein ungerichteter Graph heifl3t zusammenh&ngend, wenn gilt: p, q i, impliziert es
gibt einen Weg von p nach q.
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c) Ein gerichteter Graph G = (V, E) heil3t zusammenh&ngend, wenn der zugehdérige
ungerichtete Graph G’ = (V',E’), mit V' =V und E’ = {{p,q} | (p,d) E} zusammenhangend
ist.

Def.7.5: Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Der ungerichtete GrapfMGES heil3t

» Teilgraph von G gdw. V1V und E'0J E,
* Untergraph von G gdw. V1V und E'={{p,q} U E | p, g V'}.

Def. fUr gerichtete Graphen analog.

Beispiel:
\e> d d d
\ \° \ "
a a a
G Teilgraph von G Untergraph von G

Def.: Ein kantenbewerteter Graph ist ein ungerichteter Graph G = (V, E)nait ei
Wertungsfunktion w: E -> R die jeder Kante eine positive reelle Zahl als Kosten zuordnet.

e 2
4\}/ i 4
!

G
Haufig gesucht: kirzester Weg, d.h. Weg von x nach y mit geringsten Gesamtkosten

Dijkstra-Algorithmus:
(Edsger Wybe Dijkstra, 1930 - 2002, einer der bedeutendsten Informatiker)

Sei G kantenbewerteter Graph mit n Knoten, u einer der Knoten.

gesucht: Teilgraph mit kiirzesten Wegen von Knoten u zu von u aus erreichbaren Knoten
W: Liste der noch zu behandelnden Knoten

F: Liste von Kanten, die auf kiirzestem Weg von u zu anderen Knoten liegen

I(v): kiirzeste bisher gefundene Weglange von u nach v
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k(v): optimale zu v fihrende Kante

for vOV doif {u,v} O Ethen I(v) := w({u,v}); k(v) := {u,v} esel(v) :=o;

W:=V;
F:=0;
I(u) :=0;

for i:=1tondo
finde einen Knoten M W, so dass I(v) minimal;
W =W \{v};
if v£uundIl(v)#Zwthen F = FO {k(V)};
for alle Nachbarknoten v' von v mit v' in &b
if 1(v) + w({v,v}) <I(v') then
I(v') = I(v) + w({v.v});
k(v :={v,v};

Folge der fur Beispielgraphen und u=a erzeugten Variablenbelegungen:

I(@): 0, 0 k(a):

I(b): 2 k(b): {a,b}

I(c): 5, 4 k(c): {a,c}, {b,c}
I(d): o0, 6, 5 k(d): {b,d}, {c,d}
I(e): «, 8, 7 k(e): {c,e}, {d,e}

via,b,cd e
W: {a,b,c,d,e}, {b,c,d,e}{c,d,e},{d,e},{e},O
F: O, {{a,b}}, {{a,b}{b,c}}, {{a,b}.{b,c}, {c.d}}, {{a,b}.{b.c}, {c.d}, {d.e}}

Teilgraph (V,F) mit kiirzesten Wegen von a aus:

Korrektheitsbeweis:

nach i Schleifendurchgangen sind die Langen von i Knoten, die am nachsten an u liegen,
korrekt berechnet und diese Knoten sind aus W entfernt.

Induktionsanfang

beim 1. Schleifendurchlauf wird u gewahlt, I(u) = 0.

Induktionsschritt

Nimm an, v wird im i+1 ten Durchlauf aus W genommen.

Der klrzeste Pfad zu v gehe tber Vorganger v' von v.

Da v' ndher an u liegt, ist v' nach Induktionsvoraussetzung nach i Durchlaufen ngerichti
Lange bereits entfernt. Da der kirzeste Weg zu v die Lange I(v') + w{atvind dieser Wert
bei Entfernen von v' bereits v zugewiesen wurde, wird v mit der richtigen Larfgeneaond
die korrekte Kante in F eingeflgt.
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Def.: Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph JW. Wir definieren

indeg(v) = [{x,y)UE|y=V} Eingangsgrad
outdeg(v) = [{(x,yJ E | x =V} Ausgangsgrad

V' heil3t Nachfolger von v in G gdw. (v,V) E.

Def.: Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph: G heil3t Baum falls gilt:

1. der G entsprechende ungerichtete Graph G’ ist zyklenfrei,
2. esgibtBlV, so dass indeg(s) = 0, und fur alle¢ ¢: indeg(v) = 1

Der Knoten s mit indeg(s) = 0 heil3t Wurzel des Baums
Knoten v mit outdeg(v) = 0 heil3en Blatter.
Knoten, die nicht Blatter sind, heil3en innere Knoten.

Anmerkung: in einem Baum gibt es genau 1 gerichteten Weg von der Wurzel zu jedem
anderen Knoten.

Die Tiefe eines Knotens v in einem Baum G ist die Lange (= Anzahl deei)ash¢s
gerichteten Weges von der Wurzel zu v.

Die Tiefe eines Baumes G ist die Lange des langsten gerichteters Wege

Die Ordnung eines Baumes ist die maximale Anzahl der Nachfolgerkanogsns.

Def.: Ein Baum G = (V, E) der Ordnung 2 heil3t Binarbaum.

Def.: Sei G ein Baum der Ordnung k mit Tiefe m. G heif3t vollstandig, wenn es keinen B
der Ordnung k mit Tiefe m gibt, der mehr Knoten als G besitzt.

Def.: Ein Baum heil3t geordnet, wenn die Nachfolger eines jeden Knotens geardriét si
2. 3. Nachfolger usw., im Fall von Binarb&umen linker, rechter Nachfolger).

Def.: Sei G = (V, E) ein Baum, M eine Menge von Markierungen. G heil3t kantenrharkier
wenn es eine Abbildung m: E -> M gibt, die jeder Kante eine Markierung aus inaior
(z.B. Kosten).

Baume tauchen immer wieder auf in der Informatik: Beispiele
a) Ableitungsbaume in der Logik
b) Syntaxbaume

c) Entscheidungsbaume
d) Suchbaume beim Problemldsen

zu c) Innere Knoten entsprechen Attributen, Kanten von A nach B sind mit Werten des
Attributs A markiert. Blatter entsprechen Aktionen, z.B.:
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Kinoprogramm

Harry Potte James Bo Herr der Ringe
. v )
Nicht Lernen Wetter Nicht Lernen
Gu Mittel Schlecht
- - v
Nicht Lernen Nicht Lernen Lernen

zu d) Sei S eine Menge von Zustanden, wobei ein Zustand z.B. beschrieben sein kann durch
Menge von aussagenlogischen Formeln

Ein Problem ist charakterisiert durch

Anfangszustand sO

Menge von Zielzustédnden G

Operatoren, die bei Vorliegen bestimmter Anwendbarkeitsbedingungen Zustande
Nachfolgezustande Uberfihren.

Gesucht: Folge von Operatoren, die sO in einen der Zielzustande Uberfihrt.

Erzeuge schrittweise Suchbaum: markierter Baum mit Wurzel sO, Kante vorj snitu s
Markierung op falls op anwendbar in si und op erzeugt sj aus si.

Beispiel STRIPS-Planen

Zustande: Mengen von atomaren Formeln

Operator op:

a) Vorbedingungen pre: Atome, die in s sein missen, damit op angewendet werden kann

b) Delete Liste del: Atome, die im Nachfolgezustand nicht mehr enthalten sind
c) Add Liste add: Atome, die in den Nachfolgezustand aufgenommen werden

falls pred s, dann erzeugt op aus s den Zustand op(s) = (8\cal}l

s0: hungrig, geld

G ={s | satt] s}

Operationen:

Brot-kaufen: Brot-essen:

pre: geld pre: brot

del: geld del: brot, hungrig
add: brot add: satt
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Suchbaum:

{hungrig, geld}
Brot-kaufen
v
{hungrig, brot}

Brot-essen

\/
{satt}

Anmerkung: Planen ist nicht immer so einfach!!
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