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Berechenbarkeitstheorie?

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe zweier natiirlicher

Zahlen n, m deren Summe n + m ausgibt.

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer natiirlichen Zahl

n “ja” ausgibt, falls n eine Primzahl ist — und sonst “nein”.

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer Liste diese

sortiert.

Zur Losung dieser Probleme tragt die Berechenbarkeitstheorie nicht

bei.




Berechenbarkeitstheorie?

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe eines Programms P
und einer Eingabe z “ja” ausgibt, falls P bei Eingabe von x

terminiert — und sonst “nein”.

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe eines Programms P

und einer Eingabe x genau dann “ja” ausgibt, wenn P bei

Eingabe x terminiert.




e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer endlichen
Wissensbasis ' und einer Formel F' (in Prédikatenlogik) “ja”

ausgibt, falls I' = F — und sonst “nein”.

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer endlichen

Wissensbasis I und einer Formel F' (in Pradikatenlogik) genau

dann “ja” ausgibt, wenn I' |= F'.




e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer Grammatik G

und eines Wortes w “ja” ausgibt, falls w € L(G) — und “nein’

sonst.

e Schreibe ein Programm, das bei Eingabe einer Grammatik G

und eines Wortes w genau dann “ja” ausgibt, wenn w € L(G).

Berechenbarkeitstheorie ist eine Theorie zur Prazisierung des

Begrifts “nicht berechenbarer Funktionen”.
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Turing-Berechenbarkeit

Eine (deterministische) Turing Maschine (TM) ist eine Tupel
M= (Q,%,T,0,q,0 F),
wobei:
e () endliche Menge von Zustanden;

. endliche Menge von Eingabesymbolen;

[' O X endliche Menge von Bandsymbolen;

0:QxTI'=>QxT x{N,R,L} Uberfithrungsfunktion:

go € () Startzustand;
Oel — XY das “Blank”;
E C () Endzustande.




e Fine Konfiguration von M ist ein Wort in I'*QT'™;

e Startkonfiguration bei Eingabe w € ¥*: qow.




Die Relation

Die Ubergangsrelation F ist eine 2-stellige Relation auf dem

Konfigurationen:




Berechnete Funktion auf ».*

Eine Turing Maschine M berechnet eine partielle Funktion
f X" — X*, falls fir alle z,y € X* gilt:

flx)=ye3dg. € E qox " qey.

Ist f fiir £ nicht definiert, so terminiert M nicht.

Bemerkung: Jede durch eine nichtdeterministische TM
berechenbare Funktion ist auch durch eine deterministische TM
berechenbar.




Berechnete Funktion auf N

Eine Turing Maschine M berechnet eine (partielle) Funktion
f:N* = N falls fiir alle nq,...,n;, m € N:

f(ny,...,nEg) =m
=
dg. € E qobin(ny)bin(ng) - - - fbin(ng) F* gebin(m)
bin(n) ist die Bindrdarstellung von n.

Ist f fur (nq,...,nk) nicht definiert, so terminiert M nicht.




LOOP-Programme

Induktive Definition der Syntax von LOOP:

o Wertzuweisungen z; := z; +c¢, z; := z; — ¢ sind
LOOP-Programme, wobei ¢ € {0,1,2...} und z;,z; Variablen.

e Sind P;, P, LOOP-Programme, so auch P;; Ps.
e Ist P ein LOOP-Programm und x; eine Variable, so ist auch

LOOP z; DO P END

ein LOOP-Programm.




Semantik

Soll ein LOOP-Programm eine Funktion f : N* — N berechnen
und ist (nq,...,ng) das Argument, dann gilt am Anfang:

o r;, =n; tur 1 <7 < k und z; = 0 sonst.

Wertzuweisung wird wie iiblich interpretiert, wobei z; auf 0 gesetzt

wird, falls fur z; := x; — ¢ der Wert von z; kleiner als c ist.

“LOOP z; DO P END” wird so interpretiert, dafl P so oft
ausgefiihrt wird, wie der Wert der Variablen z; bei Eintritt in die
Schleife angibt.




LOOP-Berechenbarkeit

Eine partielle Funktion f : N* — N heiit LOOP-berechenbar, falls
es ein LOOP-Programm P gibt, das gestartet mit n,... ,n; in den

Variablen z1,... ,x) genau dann mit dem Wert f(nq,...,nx) in xg

terminiert, wenn f fir (nq,...,nx) definiert ist. Sonst terminiert P
nicht.

Jede LOOP-berechenbare Funktion ist total definiert.




WHILE-Programme

In WHILE-Programmen wird statt “LOOP x; DO P END” die
Schleife

WHILE z; # 0 DO P END

verwendet.

Semantik: P wird ausgefiihrt, bis x; = 0.




WHILE-Berechenbarkeit

Eine partielle Funktion f : N* — N heifit WHILE-berechenbar,
falls es ein WHILE-Programm P gibt, das gestartet mit nq,... ,ng

in den Variablen z1, ..., z; genau dann mit dem Wert

f(ni,...,ng) in g terminiert, wenn f fir nq,...,ng definiert ist.
Sonst terminiert P nicht.




GOTO-Programme

GOTO Programme sind Folgen von markierten Anweisungen
My :Aq;...; My . A
mit Anweisungen A; der folgenden Form:
e Wertzuweisungen wie oben;
e unbedingter Sprung: GOTO M;;
e bedingter Sprung: IF z; = ¢ THEN GOTO M;;

e Stopanweisung: HALT.




GOTO-Berechenbarkeit

Eine partielle Funktion f : N* — N heiit GOTO-berechenbar, falls
es ein GOTO-Programm P gibt, das gestartet mit nq,... ,ng in

den Variablen x1, ... ,z; genau dann mit dem Wert f(nq,...,ng)

in xg terminiert, wenn f fir (nq,...,nx) definiert ist. Sonst

terminiert P nicht.




Zusammenhange

Sei f : N¥ — N eine partielle Funktion. Die folgenden Aussagen

sind aquivalent:
e f ist durch eine TM berechenbar;
e f ist WHILE-berechenbar:;
o f ist GOTO-berechenbar.

LOOP-berechenbare Funktionen sind immer total. Die
Ackermann-Funktion ist Beipiel einer totalen TM-berechenbaren
Funktion, die nicht LOOP-berechenbar ist.




Churchsche These
Die durch den formalen Begriff der TM-Berechenbarkeit erfafite

Klasse von Funktionen stimmt mit der Klasse der intuitiv

berechenbaren Funktionen uberein.




Ackermann-Funktion
Die Ackermann-Funktion «: N x N — N ist definiert durch:
e a(0,n) =n—+1;
e a(n+1,0) = a(n,l);
e a(n+1,m+1)=an,aln+1,m)).

Es gilt: «a(5,4) > 1010009,

Die Ackermann-Funktion ist nicht LOOP-berechenbar.




Zum Bewels

Wir kénnen zeigen (Ubung):




Zum Bewels

Fir ein LOOP-Programm P in den Variablen z;,,... ,z;,

bezeichne max P(77) den maximalen Wert der z;,... ,z;, nach

k
Ausfithrung von P bei Eingabe 11 = n;,,... ,n;,.

Ackermann-Lemma (Ubung): Zu jedem LOOP-Programm P

existiert ein kp € N mit

max P (1) < a(kp, max(i7)) fur alle 7.

Aus der Annahme der Existenz eines LOOP-Programms, das die
Ackermann-Funktion berechnet, folgt nun sofort mit dem
Ackermann-Lemma ein Widerspruch.




Fleiflige Biber

Ein Biber ist eine TM tiber ¥ =T = {0, 1}, die auf das leere Band
angesetzt stoppt. Eine TM heifit fleiffiger Biber (busy beaver),
wenn sie Biber ist und unter den Bibern mit gleicher Anzahl von
Zustanden bei Termination die maximale Anzahl von len auf dem
Band liefert. Die busy beaver Funktion BB ist definiert durch

BB(n)= Anzahl der gelieferten len eines fleiffigen Bibers mit n

Zustanden.




Fleiflige Biber

Es gilt:
e BB(n) < BB(n+1).

e Ist f: N — N TM-berechenbar mit f(n) < f(n+ 1), so gilt
f(m) < BB(m) fiir alle m grofler einem gewissen m .

e BB ist nicht TM-berechenbar.




Primitiv rekursive Funktionen

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen f : N* — N ist
induktiv definiert:

e Alle konstanten Funktionen sind primitiv rekursiv;

e Projektionsabbildungen prf sind primitiv rekursiv:

pri(ny, ... np) =ni, 1<i<k.

e Die Nachfolgerfunktion s : N — N ist primitiv rekursiv:
s(n) =n+ 1.

o Finsetzung: Jede Funktion, die durch Einsetzung von primitiv
rekursiven Funktionen in primitiv rekursiven Funktionen

entsteht, ist primitiv rekursiv.




Primitiv rekursive Funktionen

o Primitive Rekursion: Seien g : N*¥ — N und h : N¥2 - N
primitiv rekursiv. Dann ist auch auch f : N*+*! - N mit

f(0,m) = g(m), f(n+1,m)=h(n, f(n,m),

primitiv rekursiv.

Die primitiv rekursiven Funktionen bilden also die kleinste Klasse
von Funktionen, die alle konstanten Funktionen, die
Projektionsfunktionen und die Nachfolgerfunktion enthalt und

unter Einsetzung und primitiver Rekursion abgeschlossen ist.

Die Klasse der primaitiv rekursiven Funktionen stimmt mait der

Klasse der LOOP-berechenbaren Funktionen uberein.




p-rekursive Funktionen

Sei f : N*+!1 & N gegeben. Durch Anwendung des u-Operators
erhilt man g : N* — N mit

. n|fn,ng,...,ng) =0 A
g(ni,...,nE) = min
Vm < nf(m,ni,...,ng) definiert

(Hier min () = undefiniert.)

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von
Funktionen, die alle konstanten Funktionen, Projektionen und die
Nachfolgerfunktion enthalt und abgeschlossen unter Einsetzung,

primitiver Rekursion und p-Rekursion ist.

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der

WHILFE-berechenbaren Funktionen uberein.




Rekursive Pradikate

Ein Priadikat A C N* heifit primitiv rekursiv, falls die
charakteristische Funktion

xa(i) =

primitiv rekursiv ist.




Entscheidbarkeit

Eine Menge A C X* heiflt entscheidbar, falls die charakteristische
Funktion

weA
wée A

xa(w) =

TM-berechenbar ist.
Eine Menge A C X* heiflt semi-entscheidbar, falls die Funktion

1 : wed
undefiniert : w¢& A

TM-berechenbar ist.




Entscheidbarkeit

A ist genau dann entscheidbar, wenn A und ¥* — A
semi-entscheidbar sind.

A C X* heifit rekursiv aufzdhlbar, falls A = () oder es gibt eine

totale berechenbare Funktion

f:N—= X"

A= {£(0), f(1),...}.

A ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn A semi-entscheidbar

1st.




Unentscheidbare Probleme

Sei code eine injektive und berechenbare Funktionen, die jeder TM
M= (Q,%,T,8,q0,0,FE) ein Wort code(M) € {0,1}" zuordnet.

Sei N eine beliebige (aber fixierte) TM und setze fiir w € {0,1}*

M : code(M)=w
N : sonst

M, =

Das spezielle Halteproblem
{w e {0,1}* | M,, halt bei Eingabe von w}

ist nicht entscheidbar.




Reduzierbarkeit

Seien A, B C ¥*. A heifit auf B reduzierbar (A < B), falls es eine
totale und berechenbare Funktion f : >X* — X* gibt, so daf fiir alle
w e X"

we As f(w) € B.

Aus A < B folgt:
e Falls B entscheidbar ist, so ist A entscheidbar.

e Falls B semi-entscheidbar ist, so ist A semi-entscheidbar.




Allgemeines Halteproblem

Die Sprache
{whz | w,z € {0,1}* und M,, hilt bei Eingabe von x}

1st unentscheidbar.




Satz von Rice

Sei R die Klasse aller TM-berechenbaren Funktionen und
) #S C R. Dann ist

{w e {0,1}* | die von M,, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Reichlich Anwendungen.




Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

Eine Folge von Paaren (vy,w),... , (v, wg) von nichtleeren
Wortern iiber ¥ heifit Instanz (des PCP).

Gibt es eine Folge von Indizes i1, ... ,%, € {1,... ,k} mit n > 1 und
fUZ-1 ...fuin — w’l:l ...win7
so besitzt die Instanz eine Losung.

Spiel:
http://www.informatik.uni-leipzig.de/ ~ pcp/pcpdde.html




PCP

PCP ist die Menge der Instanzen, die eine Losung besitzen.

Theorem: PCP ist unentscheidbar.

Zum Beweis:

e Zunachst Reduktion von MPCP auf PCP.
e Dann Reduktion des Halteproblems auf MPCP.




MPCP

Sei die Folge (v1,wq), ..., (v, wg) von nichtleeren Wortern iiber X
gegeben.

Falls es eine Folge von Indizes iq,... 4, € {1,...,k} mit

Ul'Uil . 0. vin — wlwil . o win
gibt, so sagen wir, daf3 die Instanz des PCP eine Losung mit
fixierter erster Stelle besitzt.

MPCP ist die Menge der Instanzen, die eine Losung mit fixierter

erster Stelle besitzen.




MPCP ist auf PCP reduzierbar: Beweis
Seien #, S & Y. Setze fir jedes Wort w = ¢y - - - ¢ liber X:
w = feif - -fegl, w® =fel ek, w =cif- - ferd

Dann besitzt (vy,w1), ..., (vg, wg) eine Losung mit fixierter erster
Stelle gdw.

(v1, wy), (v1, wy), (vg, w3), ... (Vg, wg), (5, 45)

eine Losung besitzt.




Das Halteproblem ist auf MPCP reduzierbar:
Beweis

Jedem Paar (M, w) mit M = (Q,%,1',9,qp, 0, F) und w € ¥*

wird

effektiv

eine Instanz (v1,w1),... , (Vk, wy) Uber I' U @Q U {#} zugeordnet,

die genau dann eine Losung mit fixierter erster Stelle besitzt,

wenn M bei Eingabe w halt.




Die Instanz

Sei also (M, w) gegeben. Die gesuchte Instanz ist dann wie folgt
definiert:

e 1. Paar: (f, figowt);
e 1. Gruppe: (w,w), fir w € T'U{f};

o 2. Gruppe: fra el
— (qa,q'c), falls 6(q,a) = (¢', ¢, N);
— (qa,cq’), falls 6(q,a) = (¢’, ¢, R);
— (bqa, q'be), falls d(q,a) = (¢',c, L) (fir all b € T');
— (figa, fig'Oc), falls (g, a) = (¢, ¢, L);




Die Instanz
o (qf,q'ctl), falls (¢, 8) = (¢, ¢, N);
o (qfi,cq't), falls (¢, 0) = (¢, ¢, R);

o (bglt,q'bet), falls 6(q,0) = (¢',¢, L) und b € T.
e 3. Gruppe: (age, qe) und (qgea, g.) fir alle a € I" und q. € E;

o 4. Gruppe: (gefii,#) fiir alle ¢. € E.




Unentscheidbarkeit fur Formale Sprachen

Unter dem Schnittproblem tir kontextireie Sprachen versteht man

die Frage, ob fiir vorgegebene kontextfreie Grammatiken G; und
G2 die Gleichung L(G1) N L(G3) = 0 gilt.

Theorem. Das Schnittproblem fir kontextfreie Sprachen ist

unentscheidbar.

Zum Beweis: Jeder Instanz V des PCP wird eftektiv ein Paar

(G1,G2) zugeordnet, so da3 V' genau dann eine Losung besitzt,
wenn L(G1) N L(Gs) = .




Das Aquivalenzproblem

Unter dem A quivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen versteht
man die Frage, ob fiir vorgegebene kontextfreie Grammatiken G

und G, die Gleichung L(G1) = L(G2) gilt.

Theorem. Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen ist
unentscheidbar.

Zum Beweis: Durch Reduktion des Schnittproblems.




Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Theorem. Die Menge der allgemeingultigen Formeln der
Pradikatenlogik ist nicht entscheidbar.

Zum Beweis. Durch Reduktion des PCP. Seien c¢ eine Konstante,

f1, f2 einstellige Funktionssymbole und p ein zweistelliges Pradikat.
Sei die Instanz

I = (Ulawl)a (,U27w2>7 .. ,(’Uk;,’LUk)

gegeben. Abkiirzung: f; ., (t) = fi, (--- (fi,(t)---).




Zum Bewels

Y1 = /\ p(f’l)i(c)7fwi(c))7

1<:<k

VxVy( (33 y —7 /\ fvz )7fwz(y))>7

1<:<k

P3 = Ela:p(a:,a?)

I hat genau dann eine Losung, wenn ¢ A @9 — @3 allgemeingiiltig
1st.




Der Godelsche Satz
Sei Y4 die folgende Signatur der Arithmetik:
e Die Konstanten 0,1, ...;
e Die zweistelligen Funktionssymbole + und *.

L 4 bezeichnet die pradikatenlogische Sprache iiber ¥ 4 (mit =).
L 4 wird auf die iibliche Weise in der Struktur

N ={0,1,...,},+,%)

interpretiert.
Theorem:

Die Menge der in N wahren Sétze aus L 4 ist nicht rekursiv

aufzéhlbar (nicht semi-entscheidbar).




Zum Bewels

Eine Funktion f : N* — N heifit reprdasentierbar, falls es eine

Formel p(x1,...,zk,y) € L4 gibt, so dafl fiir alle
ni,...,Ng,meN

fn,.om)=m & N o(,... W, m).

Theorem:

Jede While-berechenbare Funktion ist reprasentierbar.




Logik 2. Stufe

In Logik 2. Stufe gibt es neben Quantifikation iiber Individuen
auch Quantifikation iiber Mengen. Syntaktisch wird Logik 1. Stufe
dabei um die folgende Klausel erweitert:

e Ist ¢ eine Formel und P ein Pradikat, so ist auch VPy eine
Formel.

Beispiel (das Induktionsschema):

VP[(P(0) AVx(P(z) > P(x +1))) = VxP(x)]

Theorem:

Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln der Logik 2. Stufe ist
nicht rekursiv aufzahlbar.




Komplexitatstheorie

Berechenbarkeitstheorie: Klassifikation von Problemen in
entscheidbare, semi-entscheidbare und unentscheidbare Probleme.

Theorie der Grade der Unentscheidbarkeit: Untersuchung der

Feinstruktur der Klasse der unentscheidbaren Probleme.

Komplexitdatstheorie/Effiziente Algorithmen: Untersuchung der
Feinstruktur der Klasse der entscheidbaren Probleme gemaf} ihres

Bedarfs an ‘Berechnungsressourcen’ (Zeit und Platzbedarf).




Komplexitiatstheorie/Effiziente Algorithmen

Effiziente Algorithmen: Feinstruktur der Klasse der in polynomialer
Zeit 16sbaren Probleme (Stichworte: Vorlesung Algorithmen und
Datenstrukturen, O-Notation).

Komplezitdtstheorie: Grobere (von Maschinen und Datenstrukturen
unabhéangige) Klassifikation von Problemen in polynomiale,
exponentielle, nichtdeterministisch polynomiale etc. Probleme.




Klassen fur deterministische Berechnungen

Sei M eine det. TM (mit moglicherweise k£ > 1 Béndern) tiber 3.

o timeys : X2* — N gibt die Anzahl der Rechenschritte von M bei
Eingabe w an (falls M bei Eingabe w terminiert).

e spaceys : X — N gibt die maximale Anzahl der wahrend der

Berechnung von M bei Eingabe w beschriebenen Felder an
(falls diese beschrankt ist).




Sei F' eine Klasse von Funktion f : N — N. Dann bezeichnet
TIME(F)

die Klasse aller Sprachen L (mit Alphabet X)), fiir die eine det. TM
M und ein f € F' existiert, so daf}

e M berechnet die charakteristische Funktion y; von L;

o timep (w) < f(|w|) fiir alle w € X*.




Sei F' eine Klasse von Funktion f : N — N. Dann bezeichnet
SPACE(F)

die Klasse aller Sprachen L (mit Alphabet X)), fiir die eine det. TM
M und ein f € F' existiert, so daf}

e M berechnet die charakteristische Funktion y; von L;

o spaceps(w) < f(lw|) fir alle w € X*.




Bemerkungen

TIME(F) C SPACE(F);
L e TIME(F)=x*—LeTIME(F).
L € SPACE(F) = X* — L € SPACE(F).

Sind alle Funktionen in F' LOOP-berechenbar, so sind alle
charakteristischen Funktionen y; mit
LeTIME(F)USPACE(F) LOOP-berechenbar.




Wichtige Komplexitatsklassen

e P bezeichnet die Klasse der Polynome der Form

p(n) = apn® + apn_1n* "t + -+ ain + ao.

Setze P = TIME(P) und PSPACE = SPACE(P).

e F bezeichnet die Klasse der Funktionen ¢P(™) wobei p € P und
c € N.

Setze EXPTIME = TIME(E), EXPSPACE = SPACE(E).




Nichtdeterministische TM

Bei einer nichtdeterminische TM M = (Q, X%, T',6,0, E, qo) ordnet &
jedem Paar (q,a) € Q x I' eine endliche Teilmenge von
Q xI' x{L,N, R} zu.

Die Ubergangsrelation F ist eine 2-stellige Relation auf dem

Konfigurationen:




Berechnete charakteristische Funktion

Sei L C >*. Eine nichtdeterministische TM M berechnet y,, falls
fir alle w € ¥* gilt:

e Jede Berechnung bei Eingabe w terminiert mit

Endkonfiguration ¢.1 oder ¢.0, ¢g. € F;

e w € L genau dann, wenn es eine Berechnung

Qw - a1g;, 51 F - Fgel

gibt.




Sei M eine nichtdet. TM (mit moglicherweise £ > 1 Bandern) iiber
>

o timeys : X% — N gibt die maximale Anzahl der Rechenschritte
von M bei Eingabe w an (falls M bei Eingabe w immer

terminiert).

e spaceys : ¥ — N gibt die maximale Anzahl der beschriebenen
Felder der Berechnung von M bei Eingabe w an (falls diese
immer beschrankt ist).




Sei F' eine Klasse von Funktionen f : N — N. Dann bezeichnet

NTIME(F)

die Klasse aller Sprachen L (mit Alphabet ), fiir die eine nichtdet.
TM M und ein f € F existiert, so dafl

e M berechnet die charakteristische Funktion y; von L;

o timey (w) < f(|w|) fir alle w € X*.




Sei F' eine Klasse von Funktion f : N — N. Dann bezeichnet
NSPACE(F)

die Klasse aller Sprachen L (mit Alphabet ), fiir die eine nichtdet.
TM M und ein f € F existiert, so dafl

e M berechnet die charakteristische Funktion y; von L;

o spaceps(w) < f(|w|) fir alle w € X*.




Wichtige Komplexitatsklassen

e Setze NP = NTIME(P) und NPSPACE = NSPACE(P).

e Setze NEXPTIME = NTIME(E) und
NEXPSPACE = NSPACE(E).

o Setze coNTIME(F) = {$* — L|L € NTIME(F)}. und
coNSPACE(F) = {X* — L|L € NSPACE(F)).




Beziehungen

e PSPACE = NPSPACE.

e P C NP C PSPACE C EXPTIME.
e NP = coNP ist ein offenes Problem.

e NP = P ist ein offenes Problem.

Analoge Aussagen gelten fiir die exponentiellen
Komplexitatsklassen.




Reduzierbarkeit

Seien L1 C X* und Ly C I'*. L heiflit polynomial auf Lo
reduzierbar (L1 <, L9), falls es eine polynomial berechenbare

Funktion
f:¥X=>TI"

gibt, so dafl fiur all w € X*:

w € L1 < f(w) € L.

Bemerkung: Die Relation <, ist transitiv.




Reduzierbarkeit

Es gelte L1 <, Ls. Dann folgt:

e Wenn Ly € P, so L; € P;
Wenn L, € NP, so L1 € NP;
Wenn L, € PSPACE, so L1 € PSPACE.
Wenn Ly € EXPTIME, so Ly € EXPTIME.
Wenn Ly, € NEXPTIME, so ; €« NEXPTIME.




NP-Vollstandigkeit
Eine Sprache L heifit NP-hart, falls fiir alle Sprachen L' € NP gilt:

L' <, L.

L heif3t NP-vollstandig, falls L € NP und L ist NP-hart.




Erfullbarkeit

Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist wie folgt
formuliert: Gibt es fiir vorgelegte Formel ¢ eine Belegung V', so daf}
V E .

Als formale Sprache:

SAT ={p |3V :V = ¢}.

Theorem SAT ist NP-vollstandig.




Zum Bewels

Sei L eine Sprache und
M = (Q)Z7P757QO7E7 D)

eine nichtdeterministische TM, die L entscheidet, und deren
Rechenzeit durch das Polynom p beschrankt ist. So konstruieren

wir fir jedes w € ¥* eine Formel ¢,,, so dafl

0y erfiillbar gdw w € L.

Desweiteren [(¢,,) € O(Jw|?).




Variablen in ¢, fiir n = |w|

Firt=0,...,pn),i=—pn),... ,p(n), g€ Q, acl:
e Z: . Nach t Schritten befindet sich M in Zustand g;
e P;;: Der Schreib-Lesekopt befindet sich nach ¢ Schritten auf
Position 1;
® B;;q: Nach ¢ Schritten befindet sich auf Position ¢ das Zeichen

a.




Weitere NP-vollstandige Probleme

3-SAT: Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢ in konjunktiver

Normalform mit hochstens drei Literalen in jeder Klausel. Ist ¢
erfillbar?

CLIQUE: Gegeben ein ungerichteter Graph G = (G, E) und eine
naturliche Zahl n.

Gibt es eine Menge V' C G mit |V| = k, so daf} fiir je zwei u,v € V
gilt: (u,v) € E7?

Oder: Wie grof} ist die grofite Clique in G?
Oder: Welches ist die grofite Clique in G7




RUCKSACK: Gegeben natirliche Zahlen a1, ... ,a; und b. Gibt es
eine Menge I C {1,...,k}, so daf3

Zai = b.

el

TRAVELING SALESMAN: Gegeben eine k x k-Matrix (m; ;) von
Zahlen (Kosten fiir Reisen von 4 nach j). Gibt es eine Permutation

wvon {1,...,k}, so daf3

k—1

me(i),w(i—l—l) + Mar(k),x(1) < k-
1=1

Oder: Was sind die Kosten der billigsten Rundreise?
Oder: Wie sieht die billigste Rundreise aus?




Problem der ganzzahligen linearen Programmierung;:

Gegeben eine m x n-Matrix A ganzer Zahlen und ein Vektor b von

n ganzen Zahlen. Gibt es einen Vektor z ganzer Zahlen, so dafl

A-x>0b.

Dieses Problem ist NP-vollstandig.




coNP versus NP
Definition: L € coNP gdw X* — L € NP.

e PC NPNcoNP CNPUcoNP C PSPACE;

e NP = coNP gdw das Komplement eines NP-vollstandigen
Problems in NP ist;

PRIMZAHL und ZAHL—PRIMZAHL sind in NP.




PSPACE

QBF (Quantifierte boolesche Formeln) ist die Sprache 1. Stufe mit
zweistelligen Funktionssysmbolen A und V, dem einstelligen
Funktionssymbol — und den Konstanten 0 und 1.

Das QBF-Problem ist wie folgt formuliert:

Gegeben: Satz ¢ (Formel ohne freie Variablen) aus QBF.

Frage: Ist ¢ in der 2-elementigen Booleschen Algebra wahr?

Theorem: Das QBF-Problem ist PSPACE-vollstandig.




NEXPTIME

Sei 3., die Signatur mit zweistelligen Funktionssymbol +, der
Relation < und den Konstanten 0 und *. Sy bezeichnet die Menge
der Zitze der Logik erster Stufe (mit =) liber dieser Signatur.

Dann gilt:

{90 S E-l— | (R7+7 <707 1) |: 90}
ist NEXPTIME-vollstandig.




