Heiiiivtuvil. Vel Liltiv TN 1ivi.

C2 = g2, w2a0us ist Nachfolgekonfiguration von
C1 = q1, wra1u1, symbolischCy -y Ca, wenn es
einenUbergang(qi, a1)A(ga, b) gibt s.d.

Definition: SeiM = (K, 3, A, s) eine NTM.

e M halt bei Inputw <= es gibt eine Rechnung

® (q1,a1), (g2, b) die drei Bedingungen einer s.d. M eine Haltekonfiguration erreicht.

Nachfolgekonfigurationifr deterministische

T™ erfiillen. e M akzeptiert w <= M erreicht vons, #w#

aus einen Haltezustand.
M akzeptiert eine Sprachle<= M akzeptiert
alle Worter vonL.

= Bei NTM kann eine Konfiguration mehrere
Nachfolgekonfigurationen besitzen.

= FUr gegebenen Input kann eine NTM unter-

Bemerkung: Zwei Sichtweisenidr NTM:
schiedliche Rechnungswege besitzen. tng: cwet sichtwel

e Eine NTMréat eine der ndglichen Nachfolge-

= Menge der Rechnungen einer NTM von einer, konfigurationen: oder

KonfigurationCy kann als gerichteter Baum,

Re. , betrachtet werden: e eine NTM beschreitet alle églichen Berech-
07 .

nungswegearallel.

— Co ist Wurzel vonRg,; = Sie akzeptiert ein Wort, wenn mindestens

ein Berechnungsweg in einer Halte-
konfiguration endet.

— Sbhne eines Knoted sind die Nachfolge-
konfigurationen vord'.

= Eine Rechnung voi/ ist ein Ast inR¢, mit
StartkonfiguratiorCy.
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Beispiel: Betrachte
L={|" | nistnichtprimundn > 2}.

L kann mittels folgender NTMVI akzeptiert wer-
den:
e M rat nicht-deterministisch zwei Zahlen;

o multipliziert diese miteinander; und

e vergleicht das Ergebnis mit dem Eingabewort.

= M : > R Guess R Guess Mult Compare,
wo

e Guess ist eine NTM die eine Zahh > 2 rat,
d.h.s, # Flyess b # ™ #:

#
v

>|R—>|R5 #
e Mult multipliziert (determiniert) Zahlem und
n, d.hos, # ™ # " # B B # ™ #

e Compare vergleicht Zahlerm undn und Halt
genau dann, wenn beide gleich sind.

Satz: Jede Sprache, die von einer NTM akzeptiert
wird, wird auch von einer Standard-TM akzeptiert.

Beweis: Sei L eine Sprachd&iberX§ mit # ¢
o, und seiM = (K,X, A, s) eine NTM dieL
akzeptiert.

Wir konstruieren eine Standard-TM' s.d.:

e M' durchBuft systematisch alle Rechnungen
von M und sucht nach einer Haltekonfiguratio
von M.

e M' soll genau dann halten, wenn sie eine
Haltekonfiguration von/ findet.

SeiCy = s, #w# die Startkonfiguration vons und
R¢, der Rechnungsbaum val mit Wurzelknoten
Co.

= R¢, kann im Allgemeinen unendlich viele
Knoten besitzen, aber jeder Knoten hat endlich
viele direkte Nachfolgeknotenamlich maximal

r = max{|A(g,a)| | ¢ € K,a € ¥}

viele.

n

Berechenbarkeit und Komple#itVO SS 2003

Berechenbarkeit und Komple#itVO SS 2003



M’ durchsuchiR¢, mittelsiterative deeping

e M’ verfolgt zuriichst alleAste der Tiefen, d.h.,
M’ Uberpiift zurachst die Wurzel voiRc,;

e dann alleAste bis Tiefel, bis Tiefe2, etc.;

e M' halt sobald eine Haltekonfiguration gefun-
den ist.

M’ kann als 3-Band-TM realisiert werden:

e Das erste Band endit wahrend der ganzen
Rechnung unvéndert das Eingabewait.
(Da die Rechnung immer wieder neu mit
s, #w#f beginnt , wird das Eingabewort immer
wieder befitigt.)
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e Band3 simuliert Rechnung vor/ entspre-
chend dem ZAhlerd; .. .d,, auf Band2.

— Falls Haltekonfiguration erreicht wird,
stopptM’; sonst wird ZAhler auf Ban® um
eins erldht.

Zusammenfassend gilt somit:

M’ hadlt bei Inputw <= R, enthalt eine
Haltekonfiguration.

<= M halt bei Inputw.

Beachte:

e die simulierende Masching!’ berbtigt im
Extremfall exponentiell mehr Schritte als die
NTM M um ein Wort zu akzeptieren!

Berechenbarkeit und Komple#itVO SS 2003

e Das zweite Band endit einen Ahler der den
aktuellen Pfad des Rechnungsbaumes angibt

— Der Zahler kann z.B. durch Zahl im-
adischen System regmentiert werden,
wobei hier oBdA angenommen wird, dal3
jeder Knoten inR¢, genaur Sohne besitzt.

x dy...d, bedeutet, dal3 vo@, aus der
d,-te Nachfolgeknoteiy, der Tiefel
gewahlt wurde, dann ded,-te vonCy,
der Tiefe2, etc.

— Am Beginn der Rechnung erih Band2
die Zahl0 (= WurzelCy).

x Addition der Zahl in Band® mit 1 im
r-adischen System ergibtiohste zu
betrachtende Rechnung.
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Turing-Maschinen und Sprachklasser

Problem:

e Welcher Klassen von Sprachen werden durch
Turing-Maschinen beschrieben?

Erinnerung:

e |In der Automatentheorie wurden bereits Zu-
sammenhinge zwischen Sprachklassen und
Automaten studiert.

e Die Chomsky-Hierarchy besteht aus folgenden
vier Sprachklassen:

Typ3CTyp2C Typ1lC TypO

e Esqilt:

— Eine Sprachd. ist vom Typ: wenn sie von
einer GrammatilG vom Typ+ erzeugt wird,
d.h.fallsL = L(G).

— GrammatikG = (V,T, R, S):

x V' Menge der Variablen
x T Menge der Terminale
* R: Menge der Regeln

x S Startvariable
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e Klassifikation der Grammatiken:
— Typ O: keine Einsctankungen

— Typ 1 (kontextsensitiv):
* Regeln der FornP — @ mit |P| < |Q)|,
oderS — ¢;

— Typ 2 (kontextfrei):
x Typ-1-Regeln der Forn® — @, wo P
eine einzelne Variable ist;

— Typ 3 (reguér):
x Typ-2-Regeln wo die rechten Seiten
entweder
- Terminalzeichen oder
- ein Terminalzeichen gefolgt von einer
Variablen sind.
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Definition: Ein linear beschrankter Automat
(LBA) isteine NTMM = (K, X, A, s) s.d. folgen-
de zugtzliche Eigenschaften gelten:
e $.§ € X ($ ist Anfangsmarkierung§ ist
Endmarkierung des benutzten Bana$ts);

o Vq € K Elqlaq2 S K SdA(qa$) = {(Q1,R)}
undA(g, §) = {(qz, L)};

e Vq,q' € K, VYa € X qilt (¢,9%) ¢ A(g,a) und
(¢,8) ¢ Alg,a);

o Startkonfigurationen haben die Fo;q,+ =
s, 3waf mitw € (X \ {#,$,§})* unda €
(X\ {#,8$,8}), oderw = e unda = #.

— FUr a # # istwa der Input vonM, und fur
a = # iste der Input vonM .
Informell:

e LBA arbeiten immer im Band zwischen den
Marken $ undg;

e die Marken bleiben immer unv@ndert; und

e es werden nie Marken von der Maschine
geschrieben.

Berechenbarkeit und Komple#itVO SS 2003

e Esgilt:

— L ist vom Typ 3<= L wird von einem
endichen Automaten akzeptiert.

— L ist vom Typ 2<= L wird von einem
(nichtdeterministischen) Kellerautomaten
(=Push-Down-Automatakzeptiert.

e Wir werden zeigen:

— L ist vom Typ 1<= L wird von einer
linear-beschéankten Turing-Maschinak-
zeptiert.

— L ist vom Typ 0<= L wird von einer
(Standard) Turing-Maschine akzeptiert.
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Satz: Sei L eine Typ 0 Sprache. Dann gibt es eing
TM M die L akzeptiert.

Beweis:SeiG = (V, T, R, S) eine Typ 0 Gramma-
tik die L erzeugt.

Wir konstruieren eine 2-Band TM/ die L akzep-
tiert.

M arbeitet wie folgt:

1. Band 1 entélt ein Eingabewortw, und M
erzeugt auf Band 2 das Startsymisoton G:

#Hw# #Hw#
S "7\/1 q, 45

2. Danachat M auf Band 2 eine Ableitung it":
Zu § = urechnetM

#Hw# HwH
q, #gi l_}k\/l q/a #u%
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Doevveilio. Joelua — \V’_L’JL’U) wilinie Ile 4 JiAaliinnas

Dabei gehtM folgendermafien vor: tik die L erzeugt.

Wir konstruieren einen LBAV' = (K, X, A, s)
der L akzeptiert, analog zur NTM/ vom letzten
Beweis.

e M wahlt jeweils nicht-deterministisch eine
RegelP — @ € R sowie ein Vorkommnis
von P auf Band 2 und ersetzt es duréh

Fallse € L, dann enthlt G die RegelS — ¢.

_ FaIIsQ langer oder urzer ist alspP, I — Wir setzenA (s, #) = {(h, #)}.
verschiebt es dabei den Rest des Wortes Sonst seiA(s, #) = 0.

rechts vom ge@hlten Vorkommnis von

P entsprechend. M’ hat 1 Band. Um eir\quivalent zu 2 Bindern zu

haben, legtM’ zuréchst eine zweite Spur antiF

3. M vergleichtu undw: falls v = w, halt M, allea € T\ {#,8$,5§} sei
sonst f&alt M nie.
(s, a) = {(s, )} 5(s,8) ={(a1, R)}

Zusammenfassend: (s, ) =A{(s; L)} (g1, ) ={(a,9)}
M halt bei Inputw. = 5, $avb§ Fi, g, 82778, mitw = avb.

<= Es gibt eine Ableitungd —=¢, w. ) ) )

Ab jetzt arbeitetM’ wie M oben:
<~ w € L(Q). [ ]

e Auf Spur 2 wird eine Rechnun§ = u
simuliert, wobeiju| < |w].

Satz: Sei L eine Typ 1 Sprache. Dann gibt es eine

=]

e Nach nicht-deterministischer Zeit vergleiche

LBA M der L akzeptiert. U= w.
e M’ halt fallsu = w, sonst klt M’ nie. [ |
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Idee:G simuliert die Arbeitsweise voi .

Satz: Sei L eine Sprache, die von einer TM akzep-

tiert wird. Dann istZ, vom Typ O e (G erzeugt zuachst “zweispurig” ein beliebiges

Wortw € T*, d.h. Zeichenketten der For$if§.
Beweis:Sei M = (K,X, A, s) eine TM dieL — Die obere Spur bleibt &hrend Ableitung
akzeptiert. unveandert;

— die untere Spur simulied/, indem das
Arbeitsband von\/ nachgebildet wird.

OBdA machen wir folgende Annahmen:

e M verwendet Grenzmarken $ urgd(wie

LBA); allerdings wird§ bei Bedarf nach rechts = Dazu werden 3-Tupel-Variablen der Form
verschoben. o€ % x ¥ x K verwendet:
q
e Die Startkonfiguration vod/ fur Inputwa ist _ pist Teil des Eingabewortes:

gegeben durch, wa§ — aist aktuelle Kopfposition;

= L sei eine SprachéberT C X mit — gist aktueller Zustand.
$,8,#cX\T.
e WennM einen Haltezustand erreicht, dann ist
Wir konstruieren eine Grammati& = (V, T, R, S) w € L.
mit L = L(G). — Die untere Spur wird gékcht und das

Anfangs erzeugte Wout wird behalten.
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Spezifikation vorG = (V, T, R, S):
Als Variablenmenge vot: definieren wir

V = {S4}U(Zx (KU{h,hr}))U
(ExEx (KU{h}))U(ZxE)U{8$ 8§}

Die RegelmengedR besteht aus folgenden Elemen-
ten:

1. Regeln zur Generierung des Inputs sowie de
Repisentation der Anfangskonfiguration:

#
S — 8A;|$#8§ (letztere Regel istifr
Inpute)

A = ZAI | Z§ VaeT
Damit laRt sich bisher ableiten
§ =7 i

fur Anfangskonfiguration, $wa§ von M.
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Es qgilt fur allew € T*:

e M akzeptiertw < es gibtzy,z2 € X*
und einb € ¥ s.d.s, $w§ 3, h, $z1bz28.

e Letzteres gilt genau dann, wenn
W = ua = U1CUy
und es gibt eine Ableitung i& der Form
* a % c
S =g $uag =g suoniils

3. G enthalt Regeln um die bisher erzeugten Zei-
chenketten in das Eingabewort umzuwandeln;

e LOschen der unteren Zeilen:

C a
d—7"b

S0

a cC a
bhr " hC

SR o

§ — haL § $ haL —$%a
e Loschen der Endmarken und Blanks:

$—e §—e¢ # e

Zusammenfassend:

M akzeptierw <= G erzeugtw. [ |

Berechenbarkeit und Komple#itVO SS 2003

e Tt &Vl At vee Ml itgigial it vy
M:
Firge K,q € KU{h}unda € (T U {#})
enthalt R folgende Regeln:
e falls (g,a)A(¢,d):
b

b
a—al Vb € (T U{#});
q q

o falls (¢,a)A(¢, R):

bd bd

ag—gc Vb,c,d € (T U {#});
q q

b .

a§ — #8 Vb € (T U {#});

q q

e falls (¢g,a)A(¢, L):

fas ol Vb,c,d € (T U{#});
b $p .

TN Vb € (T'U{#});

e falls (¢,$)A(¢', R):

4, g5 Ve,d € (TU{#)).

1

q
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Satz: Sei L eine Sprache, die von einem LBA
akzeptiert wird. Dann ist vom Typ 1.

Beweis:Sei M = (K,X,A,s) ein LBA der L
akzeptiert. Wir konstruieren eine Typ 1 Grammatik
G = (V,T,R,S) mit L = L(G).

Die Konstruktion vonG ist analog wie im letzten
Beweis.

Unterschiede:
e Da LBA die Endmarke} nicht verschieben,

b #
ersetzen wir die Regel§ — 23%§ durch
q q

b b§

“§ 2 ag
und fugen

b b

a0 28

fur (¢,a)A(¢’, L) im Fall a = § hinzu.
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e Falls M das Worte akzeptiert, nehmen wir die
RegelS — ¢ hinzu, sonst nicht.

#
= Die RegelS — $#8§ wird nicht beriitzt.

= Spur 1 enthlt zwischen $ und nie ein+.

= Die nicht-Typ-1 Regel# — ¢ wird nicht
berbtigt.

e Die nicht-Typ-1 Regell8 — ¢ und§ — ¢
konnen hier ebenfalls nicht verwendet werden|.

— Als Ersatz erweitern wir die Variablen-Tupe
und vermerken $ unglin einer vierten und
funften Spur:

* Oben auf erstem Zeichen soll $ stehen;
+ oben auf letztem Zeichen s@ltehen.
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Satz: Sei L eine Typ 1 Sprache. Dann ist das
Wortproblem w € L?” entscheidbar.

Beweis:Da L vom Typ 1 ist, gibt es einen LBA/
der L akzeptiert.

M arbeitet nur auf dem Bandgtk zwischen den
Grenzmarken $ ungl

= Es gibt nur endlich viele Konfigurationen die
M annehmen kann.

= Nach einer bestimmten Anzahl von Schritten
kommtM in eine Schleife.

Man kann nun eine TMV' angeben, die den

Rechnungsbaum vol mittelsiterative deepening
systematisch durchsucht, aber in keine Schleife
kommt (Aste die sich wiederholen werden ignoriert).

= Der Ableitungsbaum voi’ ist endlich.

= M’ gibt “Y™” aus falls ein Haltezustand valf
gefunden wird, sonstiV". [ |

Korollar: Fur jede Typ 2 oder Typ 3 SpracHeist
das Wortproblem € L?” entscheidbar.
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=7 iV IHIlAlent I\\,y\,lll MUUINLA I TA tAar i,
$ -
S — aAj|a (letztere Regelistifr
a
Inputa)

§
A1 — ZAI | Z
s

nw QQHw

Damit a3t sich anfangs ableiten

bzw. S=¢

w QQ AW

e Die Simulation vonM verlauft dann analog wie
im vorigen Beweis.
Bei Erreichen eines Haltezustand erze@iggin
terminales Wort mittels folgender Regeln:

a C
c a a ¢ a
gd—mg bhy — hC
§ $
a a C
b*)hL zth)CLC
h
; §
a $
bc—>haLc a—a
hd b
h
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Bemerkung:

e Bisherige Turing-Maschinen haben immer ein
vorgegebenes Programm

e Die Flexibilitat von Rechnern ist aber, daf3
sie universell sind, d.h. dalR sie beliebige
Programme aughren lonnen.

e Man kann einauniverselle Turing-Maschine
U konstruieren, die als Eingabe das Programm
einer beliebigen TMM hat, zusammen mit
einem Wortw, und die die Arbeit vor\/ aufw
simuliert.

e Dazu verwendet man eine geeignete Kodierung
die jeder TM bzw. jedem Input eine Zahl
zuordnet (“@delisierung”). Diese Zuordnung
ist umkehrbar eindeutig.

e Wir werden spiter eine konkrete universelle
TM angeben, zusammen mit einer geeigneten
godelisierung.
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