Registermaschiner

e “Realistischeres” Maschinenmodell als die
Turing-Maschine.

e Begriff wurde 1961 von Marvin Minsky ein-
gefuhrt (Annals of Mathematics, Bd. 74).

e Abarbeitung von Programmen in elementarer
imperativer Programmiersprache.

Definition: Eine Registermaschine (random ac-
cess machine, RAM)besteht aus folgenden Ele-
menten:

e endlich vielen Registern;, ¢ > 0;

— jedes Register kann eine beliebig grof3e
natirliche Zahl aufnehmen;

— zu Beginn enthalten die Register stan-
dardn@f3ig Zahlo, sofern nicht ein Initial-
wert explizit zugeordnet wurde;

e ein LOOP-, WHILE- oder GOTO-Programm.
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Definition (Semantik von LOOP-Programmen):
Sei M eine Registermaschiné/ fuhrt LOOP-
Programme folgendermalf3en aus:

z; == x; +1: M inkrementiert den Inhalt des
Registerse;.

z;:=x; —1: Fallsz; > 0, so dekrementiert
M den Inhalt vonz;; ansonsten enilt x;
weiterhin den Wer®.

LOOP z; DO P END : M fiuhrt P n-mal hinterein-
ander aus, wenn der Inhalt vonz; vor Beginn
der ersten Augfhrung des Schleifenrumpfes ist,

Py; P, : M fuhrt zurachstP; aus und dann, unter
Ubernahme aller aktuellen Registerwerte, das
ProgrammpP.

Wenn keine Achste ausziithrende Programmzeile
existiert, dann brichf\/ die Programmaughrung
ab.
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LOOP-Programme

Definition: Ein LOOP-Befehl bzw. einLOOP-
Programm ist induktiv wie folgt definiert:

e Induktionsbeginn: &r jedes Register; ist
-z =z + 1,
—zi=z;—1
sowohl ein LOOP-Befehl als auch ein LOOP-
Programm.

e Induktionsschritt: SindP; und P, LOOP-
Programme, dann gilt:

— Py; Py ist ein LOOP-Programm;

— LOOP z; DO P; END ist sowohl ein LOOP-
Befehl als auch ein LOOP-Programniy f
jedes Registet;.

Ein Befehl wird auchHProgrammzeile genannt.
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Definition: Eine Funktionf : N* — N heiRt
LOOP-berechenbar, falls es eine Registermasching
M mit LOOP-ProgrammP gibt, s.d. fir alle

(ni,...,nx) € N¥ und allem e N gilt:
f(ny,...,nE) = m < WennM gestartet wird
mit

o z;,=mn; furl <i<kund

o z; =0flri >k,
so bricht die Programmadigfrung schlieBlich ab
mit

oz, =n; furl <i <k,

e Zr11 = mund

o 1, =0,fUri>k+1.

Wir bezeichnen die Menge aller LOOP-berechenbd
Funktionen mitLOOP.

Falls M (mit ProgrammP) den Funktionswert
f(nq1,...,n,) = m berechnet, dann isty, ..., ng
derinput undm derOutput von M (bzw. P).

\ren
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Beachte:

e Die Input-Argumenteny, ..., n; missen laut
Definition am Ende der Rechnung in den erstg
k Registern vorhanden sein.

= Anderenfalls berechnet ein LOOP-Prograr
keine Funktion!

Beispiel: Das Programn®, gegeben durch

LOOP x5 DO x5 := x93 — 1 END;
To :=x9 + 1;

LOOPx; DOz := 271 — 1 END
berechnet keine Funktion:

e es gilt nach Programmende immer = 0 und
zo = 1.
= P kann keine Funktiorf : N¥ — N
berechnen, egal wike gewahlt wird!
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Zusatzbefehle fiir LOOP-Programme:

Die folgenden Befehle dnnen mittels der angege-
benen LOOP-Befehle simuliert werden.

Dazu seien werden die folgenden Annahmen getr
fen:

e {x1,...,x4} ist die Menge der verwendeten
Register eines gegebenen LOOP-Programms

e Registerz,, undz,,1 sind jeweils neue (und
daher mit0 belegte) Register mit > £.

e cist eine Konstante aus N.

1l z;,:=c:
% x; aufQ setzen
LOOP x; DO x; := x; — 1 END;
Tii=x; + 1;
c mal

Tii=x; + 1
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Beweis:

e Jedes LOOP-Programm hat nur endlich viele
Zeilen, und

e jede SchleifeL.oop x; DO P END wird nur
endlich oft durchlaufen.

= Es gibt kein Programmkonstrukt, das in eine
Endlosschleife geraten kann.

= Wenn ein LOOP-Programm eine Funktion
berechnet, muf3 diese total sein. [ |

Im folgenden zeigen wir, wie man mit Hilfe der
elementaren Operationen von LOOP-Programmen
komplexere Befehle simulieren kann.

Dafir ist folgende Bemerkung relevant:

e Fr ein Programm kann man immer die Meng
der Register ermitteln, auf die zugegriffen wird.

U

— Es gibt ein eindeutiges Register das den
hochsten Index aller verwendeten Registe
hat.

=
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2. x;:=x;*c:
% z,, aufz; setzen
LOOP z; DO z, := x,, + 1 END;
z; = 0;
LOOP z,, DO x; := x; + 1 END;
Tn =G
LOOPx, DO z; := x; £ 1 END;

z, =0

3. IFx; = 0 THEN P; ELSEP; END :
% Fallsz; = 0, sollz,, = 1 und
% x,+1 = 0 sein, sonst umgekehrt.
Tn i =1; Tpy1 =1
LOOPx; DO x,, := T, — 1 END;
LOOP Z,, DO Zpy1 := Tpt+1 — 1 END;
% P; bzw. P, ausfihren
LOOP z,, DO P; END;
LOOP Z,,41 DO Py END;

Tp:=0; Tpy1:=0
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4. IFx; > c THEN £~ END .
Tp =T —C;
LOOP z,, DO Z,, 41 := 1 END;
LOOP .1 DO P END;

Tp =0; Tpy1 =0

5.z =x; L ap:
z; == x5 + 0;

LOOPzx, DO x; :=x; £ 1 END

6. T; == * T :
z; == 0;

LOOPzg DO x; := x; + x; END

7. NOP:
% Dieser Befehl tut nichts.

Tp =y —1

M Sy T Ay HUY MRy St T g TV AR
% x,, zahlt jeweils biszy, hoch und
% 41 prift obx,, = xy. x; speichert
% die Durchginge wenrm,, = zy.
% Am Ende gilte; = z; - 21 + x4
% mitz, = x;.
z; = 0;
LOOPz; DO
Ty i =Xn+ 1;
Tpt1l := Tk — T
IFZpt1 =0
THENz; :=x; + 1, 2, :=0
ELSE NOP,
END;
END;
Ty 1= Ty

Tp:=0; Tpy1:=0

Weitere nairliche Varianten wie z.Bz; := x; oder
IF z; = ¢ THEN P END ebenfalls definierbar.
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WHILE-Programme

Definition: Ein WHILE-Befehl bzw. einWHILE-
Programm ist induktiv wie folgt definiert:

o Induktionsbeginn: Br jedes Registet; ist
-z =x; +1,
—zii=x; — 1
sowohl ein WHILE-Befehl als auch ein
WHILE-Programm.

e Induktionsschritt: Sind?; und P, WHILE-
Programme, dann gilt:
— Py; Py ist ein WHILE-Programm;
— WHILE z; # 0 DO P; END ist sowohl

ein WHILE-Befehl als auch ein WHILE-
Programm, iir jedes Registet;.
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Definition (Semantik von WHILE-Programmen):
Sei M eine Registermaschind/ fuhrt WHILE-
Programme folgendermaf3en aus:

x; := x; =1 : Analog zur Austihrung in LOOP-
Programmen.

WHILE x; #2 0 DO P END :

1. Falls der Wert inz; ungleich0 ist, fuhrt M
das Programn® aus, sonst geht sie zu 3.

2. M wiederholt 2.

3. M fihrt die Programmzeile nach dem
WHILE-Befehl aus.

P;; P, und Programmende: Analog zu LOOP-
Programmen.
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WHILE-berechenbar, falls es eine Registerma- Beweis:Wir milssen zeigen: jede LOOP-berechenhare
schineM mit WHILE-ProgrammP gibt, s.d. fir Funktion ist WHILE-berechenbar.
k ”~
alle (n, ..., nx) € N™ und allem € N gilt: Dazu zeigen wir: decoop-Befehl kann durch
1. f(n1,...,nE) = m < Wenn M gestartet WHILE simuliert werden.
wird mit

e Sei P ein LOOP-Programm das keine weiteremn
® z; =mn;, furl <7 <kund LOOP-Befehle enthlt.

o z; =0furi>k, e Seienz, undz,,; neue (und somit mio

so bricht die Programmauigirung schlie3lich belegte) Register.
ab mit

. , = LOOP z; DO P END wird folgendermafen
o x; =n; furl <i<k,

simuliert:

o = m und . .
k+1 % z,, := x; simulieren.

e x; =0,firi > k+ 1. WHILE.’Ei#ODO
2. f(nq,...,ng) istundefiniert== M, gestartet T =Tp+ 1 Tpi1 i=Tpi1+1; 25 =25 — 1
mit
e z;,=n,; furl <¢<kund

e z;, =0flri > k,

END;
WHILE Z,41 # 0 DO

Ti =i+ 1, Thy1 = Tpy1 —1

halt nie.
END;
Wir bezeichnen die Menge aller totalen (bzw. % LooP-Befehl selbst simulieren.
partiellen) WHILE-berecZenbaren Funktionen mit WHILE @, # 0 DO P: 2 := &y — 1 END -
WHILE (bzw. WHILEP*™).
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Bemerkungen: GOTO-Programme
1. Da derLoop-Befehl mittelswHILE simuliert o
Definition:

werden kann, &nnen alle Zusatzbefehle auf
Basis von LOOP auch in WHILE-Programmer 1. EinIndex ist eine nadifrliche Zahlj > 0.

verwendet werden. _ _ _ o
2. Hir jedes Register; und jeden Indey ist jeder

2. Esgilt WHILE C WHILE?™™. der folgenden Ausdicke einGOTO-Befehl:

Beweis dazu: Das WHILE-Programm o ;= +1,
o 1, =x; —1,
WHILE 1 # 0 DO x1 := x1 + 1 END

e IFz; =0 GOTOj.

berechnet die nichttotale Funktigh: N — N

mit 3. EinGOTO-Programm ist induktiv wie folgt
definiert:
0 fallsn = 0; . . .
f(n) = - e Fir jeden Index und jeden GOTO-Befehl
undefiniert  falls # 0. Bistj : B ein GOTO-Programm.
e Sind P; und P, GOTO-Programme, dann
Problem: Sind alletotalenWHILE-berechenbaren ist Py; P, ein GOTO-Programm.

Funktionen inLOOP, oder giltLOOP C WHILE? _
Vereinbarung:

= Wir werden spter zeigen, daf} es eine totale
Funktion gibt, die InWHILE liegt aber durch
kein LOOP-Programm berechnet werden kan.

e Programmzeilen seien mit Indizes so durchnu
meriert, dal3 dei-ten Programmzeile der Index
7 voransteht.
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Definition (Semantik von GOTO-Programmen):
Sei M eine Registermaschind/ fuhrt GOTO-
Programme folgendermal3en aus:

j : B : Dies Programm wird ausgéfrt wie B.

xz; := x; £ 1und Py; P> : Analog zur Ausiihrung
in LOOP- und WHILE-Programmen.

IFz; =0 GOTOj :
1. Falls der aktuelle Wert im; ungleicho ist:

e M arbeitet in der Programmzeile nach
diesemcoTo-Befehl weiter, falls es so
eine Zeile gibt,

e ansonsten brich/ die Programm-
austihrung ab.

2. Falls der aktuelle Wert im; gleich0 ist:
e M fuhrt als rachstes die Programmzeile
aus, vor der der Indexsteht,
o falls es keine Zeile mit Index gibt, bricht
M die Programmaughrung ab.
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weiteren WHILE-Befehle entt.

o Weiters seien, jo, j3 Nneue Indizes und,, ein
bislang unbenutztes Register.

e Dann wirdwHILE z; # 0 DO P END durch
folgendes GOTO-Programm simuliert:

j1: IFx; =0GOTOjs3;

P;

% Unbedingter Sprung, da, = 0.
j2: IFzy, =0GOTOjy;

% NOP, 73 ist nur Sprungziel.

J3 i Tp =Xy —1

— P bezeichnet das Programm, das entsteht
wenn in P jede Programmzeile mit einem
Index versehen wird.

e EsseiP ein WHILE-Programm das selbst keine

124
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GOTO-berechenbar, falls es eine Registerma-
schineM mit GOTO-ProgrammP gibt, s.d. die
Bedingungen analog wiélf WHILE-berechenbare
Funktionen eillt sind.

Wir bezeichnen die Menge aller totalen (bzw.
partiellen) GOTO-berechenbaren Funktionen mit
GOTO (bzw. GOTOP™™).

Satz: Es gilt:
e WHILE = GOTO.
e WHILEP™ = GOTO?"".

Beweis: Wir zeigen zu@échst: jede WHILE-
berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Der einzige Befehl, der in WHILE-, aber nicht in
GOTO-Programmen vorkommt, ist

WHILE z; # 0 DO P END.

Wir simulieren diesen Befehls mittels einem GOTQ
Programm.
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o Weiters gilt:
— Die Eigenschaft der Totadit bleibt bei der
Umformung enthalten.
—> Wenn das WHILE-Programm total war
so ist auch das simulierende Programm
total.

Jetzt zeigen wir: Jede GOTO-berechenbare Funktion
ist auch WHILE-berechenbar.

e SeiP ein GOTO-Programm der Form

1: By;
2: Bo;
t: Bt-

e Wir simulieren P mittels eines WHILE-
Programms das eine neue Variablg,,;
verwendet mit folgender Bedeutung:

— falls zcoun: = ¢, dann soll inP als rachstes
die Programmezeilé : B; ausgefihrt wer-
den.
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gende Form:

T count = ]-;
WHILE Zcount # 0 DO
IF Zeount = 1 THEN P] END;

IF Zeount = 2 THEN Py END;

IF Zeount = t THEN P/ END;
IF Zcount > t THEN Zcoune = 0 END
END
wobei P/ wie folgt definiert ist:
— FallsB; gleichz; := z; + 1, dann istP}:
Ti = T; £ 1; Teount := Tcount + 1

— Falls B; gleichIF z; = 0 coTO 7, dann ist
P!
IF2; = 0 THEN Zeount := J

ELSE Zcount := Tcount + 1 END;

e Die Simulation erhlt wieder die Totaliit. ®

A B

e Aus diesem Resultat folgt wieder, dal® die
Zusatzbefehle auf Basis von LOOP auch in
GOTO-Programmen verwendet werdémken.

Im folgenden bezeichne WHILE die Erweiterung
von WHILE-Programmen in denen Befehle der
Form

IF £; = n THEN P END

als primitive Ausdiicke vorkommen &nnen.

Korollar: Jede WHILE-berechenbare FunktiGridt
sich durch ein WHILE -Programm mit bchstens
einerwHILE-Schleife berechnen.

Beweis:

e Aus vorigem Satz folgt, dal3 jedes WHILE-
ProgrammW/ in ein aquivalentes GOTO-
ProgrammG umgeschrieben werden kann.

e Laut zweitem Teil des Beweises desselben
Satzes folgt, da& in ein WHILE-Programm
W' mit nur einerwHILE-Schleife und mehreren
IF-Befehlenuibersetzt werden kann. [ |
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