| MH-REKUrsive |—unkt|onen|

e Wir hatten bisher dereschi@nkten p-
Operator definiert und gezeigt, dalR dieser
mittels primitiv rekursiver Funktionen simulier-
bar ist.

e Nun definieren wir demunbeschiankten p-
Operator:

— Dieser Operatorifhrt zu eineechten Erwei-
terung VONREK ..
— Im speziellen korrespondiert der unbe-
schiéankteu-Operator zunwHILE-Befehl:
x Der wHILE-Befehl wiederholt eine
Schleife nicht eine festgelegte Anzahl

eine Bedingung eiilt ist.

x Der unbesclénkteu-Operator sucht alle
Argumente; bis zum kleinsten, der eine
Bedingung eiillt.

= Wir werden zeigen:

— Die Klasse dep-rekursiven Funktionen ist
identisch mitWHILE.

m von Durchiufen, sondern so lange, bis
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Definition:

1. Die KIasseREKfj‘”t der partiellen p-
rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse,
die

e die Klasse der primitiv rekursiven Funktio-
nen ent@lt und

e die abgeschlossen ist higgich
— simultanes Einsetzen,
— primitive Rekursion und
— die Anwendung deg-Operators.

2. Die KlasseREK ,, der p-rekursiven Funktio-
nenist analog zuREKf;‘”'t definiert, nur gilt
hier:

e REK, ist abgeschlossen higglich der
Anwendung degi-Operators im Normalfall
(anstatt dem allgemeinen Fall).
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Definition: Seig : N¥*! — N eine partielle
Funktion.

Dann entsteht die partielle Funktigh: N* — N
ausg durch Anwendung deg-Operators, falls gilt:

10, falls o,
f(n) = pi(g(n, i) =0) ==
undefiniert sonst

wo
(cvig) g(n,40) =0 A V0 < j < ip gilt:
g(n, 7) ist definiert undy(n, 5) # 0.

Wir sagen:
e f entsteht aug durch Anwendung deg-
Operators im Normalfall <=
— gisttotal,
— f(n) = pi(g(n, i) = 0), und
—Vn3j € Ns.d.g(n,j) =0.
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Bemerkung:

e Das simulatane Einsetzeuarfpartielle Funktio-
nen ist analog definiert widif totale Funktio-
nen.

Es gilt:

— f(g(n)) ist undefiniert fallsy(n) undefiniert
ist.

e Die primitive Rekursion ifir partielle Funk-
tionen ist ebenfalls analog dem totalen Fall
definiert.

Hier gilt:
— fur f(n) = g(n) undg(n) undefiniert, folgt
auch daf¥ (n) undefiniert ist.
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Satz: Es gilt:
1. REK, C WHILE; und
2. REKE™™ C WHILEP®™.

D.h., jede totale (bzw. partielley-rekursive
Funktion ist eine totale (bzw. partielle) WHILE-
berechenbare Funktion.

Beweis:Es gilt:

e jede primitiv rekursive Funktion ist WHILE-
berechenbar (d&®EK,, = LOOP und
LOOP C WHILE).

e Weiters ist simultanes Einsetzen und primitive
Rekursion angewendet auf Funktionen aus
REK ,, WHILE-berechenbar.

— Dies folgt in analoger Weise wie die Simu-
lation dieser Konstrukte mittels LOOP.

Wir zeigen:

e Der u-Operator im Normalfall kann mittels
WHILE-Befehlen simuliert werden.
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Relationen zu Turing-Maschinen

Bisher wissen wir:
e REK, C WHILE, REK?*" C WHILE?"",
e WHILE = GOTO, WHILE?™™ = GOTO?"
e GOTO C TM, GOTO?*™ C TMP*"™,

= REK, CTM undREK,’i‘"t C TMP,

Speziell gilt folgendes Resultat:

Satz: Jede partielle oder totajerekursive Funktion
wird von einer Turing-Maschine mit Alphabet
{#,]|} berechnet.

Fur die Rickrichtung beitigen wir wieder eine
geeignete Gdelisierung @ir Turing-Maschinen!

= Wie im primitiv rekursiven Fall verwenden wir
auch hier eine Primzahlkodierung!
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berechnet, und betrachfén) = ui(g(n,:) = 0).
AngenommenP verwende nur Register aus
{z1,..., 24}
Das folgende WHILE-Programm simulieft
% setze xyp1 = g(n,0), mitn = (ny,...,ng)
Trt1 := 0; P; Tpq1 1= Tpyo; Tpt2 := 05
WHILE z¢41 # 0 DO
Tht1 = Tht1 + 15
% setze zp11 = g(n, Tpt1)
P; xpt1 = Tpt2; T2 :=0
END
Dies beweistREK,, C WHILE.
Falls f eine partielle Funktion ist, dann gilt:
wi(g(n,i) = 0) ergibt einen Wert, <=

g(n,i0) = 0 undVj < iq ist g(n, )
definiert und ungleiclo.

Genau in diesem Fall terminiert auch das obige
WHILE-Programm.

= REKE®™ C WHILEP™. ]
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Dazu machen wir folgende Annahmen:

e Die Zustinde einer TMM = (K, X, §, s) seien
durchnummeriert, wobei

— der Startzustand hat stets die Nummer 1;
und

— der Haltezustand hat stets die Nummer1,
mitn = |K|.

e Alle betrachteten TM sind auf einem endlichen
Teilalphabet eines festen Alphabetes

Eoo = {CL(), A1y .. }
definiert, mitag = # unda; = |.

Genauer:

— 0BdA sei das AlphabeE C X ei-
ner TM stets eine Menge der Forbh =
{ag,a1,...,am—1}, fUr ein geeignetes
m > 0.

e Das zugrundeliegende TM-Modell sei das einer
1-Band Maschine mit zweiseitig unbeséhk-
tem Band.
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cHiuolrl. oScCiivi = k.l&, 24y 0, 8) clHic LZvw-=11vi 11t
e K={q,- -} 1 =5, 1 =h;

o> = {ao,...,am_l}, ag = #, ay = |,
Gm =L, amy1 = R.

Dann sei folgende &delisierung definiert:
1. FIré(qi,a;) = (g, aj) seid; ; == (@', 5').
2. Furein Wortw = a;, .. .a;, S€i
l(w) := (ip,...,%1) und
r(w) := (i1,...,10p).
3. DieGodelnummer der TM M ist
(M) := ((n,m), 610 +01,m=1,---,

671,0’ ey 6n,m—1>

4. Die Godelnummer einer Konfiguration C =
i, waju ist

V(C) = (i, l(w), g, 7(w))
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Beweis: Wir definieren vier Funktionen, die Konfi-
gurationen von Turing-Maschinen berechnen:

Z(v,0,t) =1 <= die TM M mit Gddelnummer
~v(M) = ~ erreicht von einer Konfiguratio€’
mit v(C) = p nacht Schritten der Rechnung
eine Konfiguration mit Zustangt.

L(y,0,t) = l(w) < die TM M mit Godelnum-
mervy (M) =  erreicht von einer Konfiguration
C mit y(C) = p nacht Schritten der Rechnung
eine Konfiguration wav der Bandinhalt links
vom Kopf ist.

A(y, 0,t) = j < die TM M mit Godelnummer
~v(M) = ~ erreicht von einer Konfiguratio€’
mit v(C) = p nacht Schritten der Rechnung
eine Konfiguration mit; unter dem Kopf.

R(v,0,t) =r(u) <= die TM M mit Godelnum-
mer~y (M) = ~ erreicht von einer Konfiguration
C mit y(C) = p nacht Schritten der Rechnung
eine Konfiguration wa: der Bandinhalt rechts
vom Kopf ist.
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Bemerkung: Fur die Gdelisierung einer Konfigu-
ration sind die Bandinhalte rechts und links vom
Kopf unterschiedlich kodiert:

e Wenn der Schreib-/Lesekopf sich um ein Zei-
chen bewegt, zeigt er entweder auf dechteste
Zeichen vorw oder dadinkeste von u.

— w wird so kodiert, dal? das rechteste Zeiche
“unten” in der Primzahlkodierung steht
(d.h., zum Exponenten der ersten Primzah|
wird),

— wahrendu wird so kodiert, dalR das linkeste
Zeichen “unten” steht.

Lemma (Simulationslemma):Es gibt eine primitiv
rekursive Funktionfy : N®> — N s.d. fur jede TM
M qilt:

e IstCy,...,C; (t € N) eine Rechnung voi/,
So ist

fU(’Y(M)a ’V(Co)’ t) = W(Ct)'
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Man kann zeigenZ, L, A und R sind primitiv
rekursiv.
Dies kann wie folgt argumentiert werden.

Wir verwenden zwei Hilfsfunktionemer! und verk
die folgende Eigenschaft besitzen:

1)67“[(((71)1,...,(n)k>) <0’ (n)l”(n)k>
verk({(n)1, ..., (M)x)) = ((n)a; ..., (n)k)

= Die beiden Funktionen sind folgendermal3en
bestimmt:

verl(n) :== [ <;<, P(i + 1)

1 fallsn =0
verk(n) := odern = 2’

[ocicnp(i— 1)™:  sonst
= verl undwverk sind primitiv rekursiv.

Die FunktionenZ, L, A und R kdnnen mittels
simultaner primitiver Rekursion dargestellt werden|.
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Vorbemerkung: uir || = n und|Xx| = m giit tur
die Indizesi’, ' mit 6(¢;, a;) = (gir, ajr):

<Z.lajl> = (7)(i—1)-m—|—j+25 mit

i=Z(7,0,t),j = A(y,0,t) undm = ((y)1)2-

= Z(v,0,0) = (oh
L(v,0,0) = (0)2
A(v,0,0) = (0)3
R(v,0,0) = (0)4

Z(y, 0t +1) =4 = (I, ')
L(v,0,1) fura; € ©
verk(L(y, 0,t)) fura; =L
verl(L(v, o, 1)) - 2407::)

for aj = R

L(vy,0,t+1) =

r jl = ((ilvj,>)2 fUraj, cy
Aet+1) =1 (Liv.eH)h  fira; =1L
\ (R(’% 0, t))l far a; = R
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Als gesuchte Funktiorf; : N3 — N wahlen wir:

fU(77 0, t) =
(Z(v,0,1),L(v, 0,t), A(7, 0,t), R(7, 0, 1)) ™

Bemerkungen:

e Mittels f,, kann man die Konfiguration der
TM mit Godelnumery nacht Rechenschritten
bestimmen.

e ABER:

— Man kann daminicht bestimmen, was die
TM mit Godelnummery berechnet hat!

e Genauer:

— Wir kdnnen mittels primitiv rekursiven Mit-
teln nicht feststellenyann der Haltezustand
erreicht wird.

e Dazu beitigen wir ein Konstrukt, da3ber die
primitive Rekursion hinausgehtamlich den
p-Operator.
= Wir suchen die kleinste Rechenschritt-

Anzahlt, s.d. der Haltezustangl, ., er-
reicht wird, d.h., s.dZ (v, o,t9) = n + 1.
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R(y, 0,t) fira;; € ¥
verk(R(vy,0,t)) furay =R
verl(R(y, 0,1)) - 24072

fur ajr = L

R(v,0,t+1) =

Es bleibt z.z. dal3 die Bedingungen der Fallunter-
scheidungen primitiv rekursiv beschreibbar sind.

D.h., wir beschreiben primitiv rekursiv ob:
e ajy € ¥ ={ag,...,am—1}, Oder
® a; = an, = L, oder
® ajy =amy1 = R.

= Mit j' = ((",5))2 = ((V)(-1)m+j+2)2
erhalten wir:
aj €N < ((7)(i71)-m+j+2)2;(m -1)=0
aj = L <— |(((’}/)(171).m+j+2)25m)| =0
ay =R < [(((7)@-1)mtj+2)2,m+1)[ =0

Damit sind die Funktione, L, R und A primitiv
rekursiv.
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Satz: Es gilt:

1. TM C REK ,; und

2. TM?*™ C REK?".
D.h., jede totale (bzw. partielle) TM-berechenbare
Funktion ist (partiellju-rekursiv.
Beweis: Sei f : N* — N eine totale TM-
berechenbare Funktion.
Dann gibt es eine Turing-Maschin®; die f
berechnet, d.h.:

f(ni,...,ng) =p <=

S #MH A P, b #PHE

Wir mussen zeigenf € REK ,.

Dazu verwenden wir die Funktionef, L, R und A
vom Simulationslemma.

Beachte:

e Diese Funktionen haben allerding®d&Inum-
mern als Argumente, &hrend dief simu-
lierendeu-rekursive Funktiomy,...,n; als
Argumente haben muf3.
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= Zunachst nilssen wir also zeigen, wie man
mittels primitiver Rekursion aus,, .. ., ny die
Godelnummer der zugéhnigen Startkonfigura-
tion berechnen kann.

= D.h., wir suchen primitiv rekursive Funktionen
gr: NF -5 Nsd.:

gr(na, -y mw) = (s, #["# - A" #)

Laut Definition der @delnummer einer Konfigura-
tion gilt:

V(s #M# - H#H ) = (LIS #. . #]™),0,1)
das = qi, # = ap undr(e) = 1.

Somit miissen wir nur nochilr jedesk eine primitiv
rekursive Funktior;, : N* — N definieren mit

le(na,...oni) = LH#™ 4 #™)
= (,...,1,0,...,0,1,...,1,0,1,..., 1),
S—— S——

Nk n2 ni

da# = ap und| = a;.
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Wir setzen mit der Simulation der Arbeit va¥ ¢
fort.

Seiy(My) = vy die Gddelnummer vorl s, und sei
die Zahl der Zusinde vonM; |K| = n.

Es gilt:

e Wegen der Totalit von f muR3 es eine Schrit-
tanzahlt, geben s.dM; nacht, Schritten den
Haltezustand = ¢,,; erreicht.

= Der Wertp von f steht dann links vom Kopf,
d.h.,pistin L(vy¢, gk (na, - . ., nk), to) kodiert.

Wir erhalten:
fni,...,nEg)=p
<~ s,#|"1#...#|"’“ﬁl—}‘uf h, #[P#
<= Elto(Z('yf,gk(nl,...,nk),to):n+1/\

L('7f7gk(n17---7nk)7t0) = (17---71> A
——’
P

A(vf,96(n1, ..., nk),t0) =0 A

R(v¢,96(n1,...,nk),t0) = 1),
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vvil ZC1YCTH TTHUCIS HTTUUKLUUTT TaCli Udls UIC FUlin=
tionenl;, primitiv rekursiv sind.

k=1: Dannist

Lhin)=(1,...,1) = H p(i)l

n 1<i<n

undl, ist klarerweise primitiv rekursiv.

k> 1: Angenommen alld; mit j < k sind
primitiv rekursiv. Wir zeigen, daf, primitiv
rekursiv ist.

I, kann mittels primitiver Rekursion dargestell
werden:

In(na,...,me_1,0) =(0,1,...,1,0,...,0,1,...,1)
———

——r’
Nk—1 ni
= verl(lg—1(n1,...,nk_1))
lk(n,...,nk—1,n+1) =2 verl(lg(n1,...,nKk—1,n))

Im Rekursionsschritt wird mittels Multiplikation mit
2 die Gddelnummer VOr# |1 4 . . . |"E-1 4"

in die Godelnummer VOr|™ # .. . #|™ -1 4|7 |
umgewandelt.
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Den Wertty erhalten wir mittelsu-Operator: wir
suchen die kleinste Zaly s.d.

Z(’Yfagk(nla"'ank)at()) =n+1= ((’Yf)l)l +1

Um festzustellen, welchen Funktionswérberech-
net hat, muRL(~y, gk(n1, ..., nk), to) decodiert
werden.

= Dazu verwenden wir die primitiv-rekursive
Dekodier-FunktionDek, gegeben durch:
Dek(j) := pi<;(l (i) = j),

WO

L(j) = H .p(i)l =(1,...,1).

= f(n1,...,ng) = Dek:(L(*yf,gk(nl, ce M),

pilZ (g ge(ma, . m), 1) = ()01 + 1))
Es folgt: f € REK ,,, und somitTM C REK,.

Im Falle einer partiellen TM-berechenbaren Funkt
on f andert sich nur, daf3 dgrOperator undefiniert
ist falls f undefiniert ist.

= TMP?*" C REKP*". ]
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Iuviluviica . Viv L &N Jlbk;,lbk ~ .ll,.l_'l.llprr VJ .

N¥ S NeTM 3y €N Vo= (n,...,n):

f(n) = hy, (w,n, iRy (vy,m, i) = 0)).

Beweis:Man setze einfach

hy(vf,n,t) = Dek(L(~vs, gr(n,t)) und
hi(vf,n,1) = (n + 1)—=Z (v, gr(n, 1))

Es gilt noch ein scérferes Resultat:

Satz (Kleene’s Normalformtheorem):

AU € REK,, Yk e N 3T, € REK,, Vf:
N* 5 NeTM Iy eN Vo= (ng,...,ng):

f(n) = U(pi(Tk(vy,n,7) =0)).

Beweis:Die gebundene Variabledesu-Operators
muf hier zwei Werte transportieren:

1. den Zeitpunkty, nach dem der Haltezustand
erreicht wird,;

2. den Bandinhalt links vom Kopf nach Erreicher
des Haltezustandes.

Berechenbarkeit und Komple&itVO SS 2003

LClCiivg ll/k vvie 11l UUIUCII INUiIJviical vuoidiniici .

Wir definieren:
Tk(’)/faﬂa 7’) = |(2)1’ h;c(7f7ﬂ7 (7’)2)|+hk(’7f7 n, (1)2)

Dann gilt Ty (y¢,n,4) = 0 gdw folgende zwei
Bedingungen eifilt sind:

L (D1=hi (s>, (1)2) = Dek(L(s, gr(n), (i)2)):
Die TM mit Godelnummery;, gestartet mit
Input n, erreicht nachi), Schritten eine
Konfiguration, wo der mitDek dekodierte
Inhalt des Bandes links vom Koff), ist.

2. hk(FYfaﬂa (2)2) =0:
Die Maschine Blt nach(), Schritten.

= Wir setzenU (p) := (p)1

= f(n) = (pi(Tk(vs,n,1) = 0)1
= U(ui(Tk(vs,n,1) = 0)).

Bemerkung:

e Ein analoges Resultat giltif partielle Funktio-
nen.
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