Weitere Begriffe

Definition: Sei L eine Sprachdiber %5 mit
{#,N,Y}NXy =0,und seiM = (K, X, 4, s) eine
Turing-Maschine mitzy C Y.

e M entscheidetl, falls fur allew € X§:

h,#Y# fallsw € L;

, F3
S #WH i h,#N#  sonst

o M akzeptiert w € Xj, falls M bei Inputw
halt.

M akzeptiertL, falls fur allew € 3§ gilt:
— M akzeptierw <= w € L.

e M zahlt L auf, falls es eingy € K gibt s.d.

L = {weXj|Iusds,#Fy q, #wHu}
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Beweis:

1. Sei L entscheidbar un@/ eine Turing-
Maschine diel. entscheidet.
= L wird von einer Maschind/’ akzeptiert,
die zurachstM simuliert und danach in eine
Endlosschleife geht, falldZ mit h, #N#
endet.

2. Sei L entscheidbar und/ eine Turing-
Maschine diel. entscheidet.

Betrachte eine Maschin®’ die genau wie\/
rechnet, auRer dal’ die AntwortenY und N
vertauscht.

— M’ entscheideL. n
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e [ ist entscheidbar<=- es gibt eine Turing-
MaschineM die L entscheidet.

e [ ist akzeptierbar (odersemi-entscheidbay
<= es gibt eine Turing-Maschine dieakzep-
tiert.

e [ ist rekursiv aufzahlbar (r.e., “recursive-
ly enumerable”)<=> es gibt eine Turing-
Maschine diel, aufzahlt.

Satz:
1. Jede entscheidbare Sprache ist akzeptierbar.

2. Das KomplemenL einer entscheidbaren Spra-
cheL ist entscheidbar.
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Turing-Maschinen-Flu3diagramme

=

Ubersichtliche Darstellung von TM statt Angabe de
§-Ubergange und Zusinde.

— Nur Beschreibung der durchiiklfrenden
Schritte und deren Aughrungsreihenfolge.

Konkrete Elemente:

e L (bzw. R) beschreibt eine TM die nach Start
ein Feld nach links (bzw. rechts) geht und
danach Alt.

e a (fir a € X) beschreibt eine TM die den
Buchstabem auf das aktuelle Bandfeld druckt.

e Direkt aufeinanderfolgende Schritte werden
direkt nebeneinander notiert oder mittels Pfeil
verbunden:

— M; — M, bzw. M1 M, bezeichnet TM
die zuerst wieM; arbeitet und dann, falls
M, halt, wie M, weiterarbeitet.
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e Der Startschritt wird mit> bezeichnet.

o M; %5 M, heiRt, da’RM, nur dann ausgéhrt
wird, wenn nach Beendigung val; der
aktuelle Bandbuchstaheist.

Analog furn > 1 Maschinen:

M,y
tTa1
> M E)Mz

lan
My,

D.h. obige Maschine arbeitet zuerst wi& und
dann, fallsMy mit a; halt, wie M; weiterarbei-
tet.
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Beispiel: Betrachte TMM ™ die zwei naiffirliche
Zahlen in Urardarstellung addieren soll, d.+
rechnet

s, # " # ™ # s By [T #

Methode: M * [6scht letzten Strich voii™ und
schreibt ihn zwischefi* und|™.

= Mt = ({saqla Q2aQ3aQ4}a {|a#},6, 8) mit

6(s,#) = (q1, L) (g2, #) = (g3, )
5((]1’ #) = (h’ #) 6(QQ’ |) = (QQ’L)
d(q1,]) = (g2, L) d(g3,|) = (g3, R)

6(g3, #) = (qa, L)
6(Q47 |) = (ha#)

= FluRdiagramm:
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e ¢ steht fir einen beliebigen Buchstaben aus
Z.B., fur¥ = {a1,...,a,}, bezeichnet

M- . ..o

folgende Maschine:

.. a1
Ta1
az

> My —= ...a9

lan

<.y

e Weitere AbKirzungen:
~ S ture € 2\ {a);

— M, *% M, bedeutet, daR nach Aisisrung
von M; sowohl fir ¢ als auch fir b nachM,
verzweigt werden soll.
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Beispiel: Die TM Ry (bzw. L) geht mindestens
einmal nach rechts (bzw. links) und solange nach
rechts (bzw. links) bis sie ei liest.

oE# ot#
tl vl
> R > L

Beispiel: Die TM Copy rechnet
8, HWH = Copy I FWHWH.

Arbeitsweise:

e Copygeht das Eingabewort von links nach
rechts durch;

e merkt sich jeweils ein Zeiches von w;

e markiert die aktuelle Positioriiberschreiben
vono mit #) und kopierto.

' \
>LuR lﬁ #RyRyoLyLyo

1#
Ry
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Variationen von Turing-Maschinen

Bisher:

e deterministisch@uring-Maschinen

e einseitig unbesclnktes Band (“Halbband”)
— Standard-Turing-MaschinefiStandard-TM")

Erweiterungen:

e Turing-Maschinen mitzweiseitig unbe-
schranktem Band

= solche Maschinendnnen nicht Bngen!
e Turing-Maschinen mit mehrerenaBdern.

e Nicht-deterministische Turing-Maschinen.

Wir werden zeigen: diese Erweiterungeéndern
nicht die Klasse der berechenbaren Probleme.
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Definition:

Eine Turing-Maschine mit zweiseitig unbe-
schranktem Band (zw-TM) ist eine TM mit
folgendem Konfigurationsbegriff:
EineKonfiguration einer zw-TMM = (K, X%, 4, s)
ist ein Wort der FornC' = ¢, wau, mit

q € K U {h} ist aktueller Zustand;

w € (X \ {#})X* U {e} ist Bandinhalt links
vom Kopf;

a € X ist Zeichen unter dem Kopf;

u € (X \ {#}) U {e} ist Bandinhalt rechts
vom Kopf.

Bemerkungen:
1. Beachte: Bei Standard-TM war € X* defi-
niert.

= Jetzt enthlt w alle Zeichen bis zum letzten
nicht-Blank links vom Schreib-/Lesekopf.

2. w = € bzw. v = ¢ bedeutet, daf3 links bzw.
rechts vom Kopf nur noch Blanks stehen.
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Wir wissen: Fir Standard-Turing-Maschinen gibt e$
zwei Moglichkeiten, nicht zu halten:

e sie bleiben Angen; oder
e sie laufen unendlich.

ObdA kdnnen wir annehmen, daf Standard-Turing
Maschinemie hangen

Beweis dazu: SelM eine Standard-TM mit Inpug.
Wir konstruierenM’ wie folgt:

e M’ stellt zuréchst fest, wo das Bandende ist,
namlich ein Zeichen links vom Eingabewort.

e M’ verschiebt dann das Eingabewort um ein
Zeichen nach rechts und druckt zwei Stellen
links vom Eingabewort ein Sonderzeichen,

D.h. M’ rechnet zuaichsts, #w# =3, s', afFw.

Ab dann verhlt sich M’ wie M, nur wenn Siex
erreicht, bleibtd’ stehen und druckt immer wieder
a neu.

= Es gilt: M’ halt fir w <= M halt fur w, und
M’ bleibt nie Fangen.
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C = g2, w2a2uz ist Nachfolgekonfiguration von
C1 = q1, wia1u1, SymbolischC; Far Cs, falls es
einenUbergangs(q1,a1) = (ga, b) gibt s.d.:

1. Fallsb € ¥, dannw; = wsy, u1 = usg, az = b;

2. fallsb = L, dann

€ fallsa; = # undu; = ¢;
Ug =
aiu; Sonst
undws = ¢, ag = # falls w; = ¢, sonst

w1 = W2az;

3. fallsb = R, dann

€ fallsa; = # undw; = ¢;
Wy =
wia; SONSt
undugy = ¢, ag = # falls u; = ¢, sonst

U1 = aguUs.

Begriffe TM-berechenbarentscheidenakzeptieren
undaufzhlenanalog wie fir Standard-TM definiert.
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Satz: Zu jeder zw-TM M, die eine Funktionf ¢ X 2XXE
berechnet oder eine Spracheakzeptiert, existiert e K' D K x{1,2}.
eine Standard-TMV/’, die ebenfallsf berechnet (g,) bedeutet, daR die simulierte Maschib&in
oderL akzeptiert. Zustandg ist und M’ auf Spuri arbeitet.
Beweis: Arbeitsweise vor\’:

Seiw = ajaz...a, Input fur M = (K, %, 0, s).
= Das beidseitig unendliche Band sieht zu Beginn
der Rechnung folgendermaf3en aus: s, #a1 ... an# Py p,$#a1-- an##

1. M’ legt zurachst eine zweite Spur an, d.h.

o HAaiay . an . (“$” markiert das Ende des Halbbandes.)

Idee: wir simulierenM mittels M’ derart, daf’ 2 AnschlleBend simuliedt?” die Maschinel.
Dabei soll gelten:
e das beidseitig unendliche Band vad “ge- . . .

Kippt" wird und SO Ty Gubiony <
e auf einseitig unendlichem Band nitvei b, $ﬁw§# i o San ko b
Spurendargestellt wird:

e “ i " markiert die Bandstelle wo das Band
Spur Li##.. . ## "umgeklappt” wird,;
Spur 2:#ay. . .an#t e uf bezeichnet das Reverse von

3. WennM halt mussM’ ihr Band auf eine Spur
heruntertransformieren und ebenfalls halten.
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Einige Details: Zu Schritt 3:
Zu Schritt 2: Wenn M mit h, #u# halt, dann erreich/f’ eine

e Wenn M’ das Zeichen $ erreicht, wechselt sie der folgenden Konf|gurat|onen:

die Spur. @) (h,1),8%--- % R#ﬁ %
e WennM rechts (bzw. links) geht, dann geht’ (b) (h,2), $# . ## #ﬁ ﬁ,

— rechts (bzw. links) auf Spur 2 und

o) (h,2),8. 0% ... % mitu — :
— links (bzw. rechts) auf Spur 1. (©) (h2), Suypp - 5 Mitw = uruz

M’ mul3 die zwei Spuren zu einer Spur herunter-

;. . o
o WennM’ ein# erreicht, schreibt S'ﬁ' transformieren, um, #u# zu erreichen.

Fur 6 muss z.B. gelten: fall§ (¢, a) = (¢, L),
dann

o dv((4,2),a)
L (5M’((Qa 1),;)

Dies geht folgendermal3en:

e M' macht zuachst alleﬁ rechts vom beschrie-
((¢',2),L), fur allez; benen Band zyt. Im Fall (a) und (b) bschtM’
((¢,1), R), fir allez. auch dieﬁ links vonu® bzw. u.

e Im Fall (b) ersetztM’ #',;'# dann durchu und

Weiters gilt immer: im Fall (c) schiebtM’ die untere Spur nach
e om((¢,1),8) = ((¢,2), R) und rechts bigy, $#1f.f#u2ﬁ erreicht wird.
o ((4,2),8) = (9, 1), R) e Fir (a) und (c) wirdu® bzw.uf auf eine Spur
(Spurwechsel beirtyberschreiten von $); transformiert und zugleich invertiert.
o 5ar (@), #) = (0,9), 5). e AbschlieBend wird $ gébcht.
e etc. —> M’ simuliert die Arbeitsweise voiM. [ |
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Definition: Eine Turing-Maschine mit & Halb-
bandern (k-TM) ist eine Turing-Maschine der Form

M = (K,%q,...,%,6,s), mit Ubergangsfunktion _ . _ .
(K, %1, - B, 6, 8), mi gangsttinxt Satz: Zu jeder k-TM, die eine Funktiorf oder eine

0: K x Xy X X g — SpracheL akzeptiert, existiert eine Standard-TM,
(KU{h})x (B1U{L, R} x---x (2, U{L, R}) die ebenfallsf berechnet odek akzeptiert.
EineKonfiguration einer k-TM hat die Form Beweis: Sei M eine k-TM. Wir simulierenM mit
_ einer TM M’ mit 2k Spuren:
C = q,wia1u1,. .., WrapUs

e die Spuren mit ungerader Nummer enthalten

Beachte: die Inhalte de Bander voni/;
e Die Kdpfe einer k-TM knnen sichunabhangig e die Spuren mit gerader Nummer markieren dig¢
voneinander bewegen! (Sonsitten wir eine Positionen dek Kopfe vonM:
1-Band-TM mitk Spuren.) — fur jedesi gilt (1 < i < n):
die 2:-te Spur enthlt an genau einer Stelle
Festlegung: einx*, namlich da, walM gerade seinefiten

_ _ Kopf hatte, ansonsten lauter Blanks.
e Bei der Berechnung von Funktionen sollen

Eingabe- und Ausgabéwter stets am ersten
Band stehen.
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M’ arbeitet wie folgt:

e Zunachst kodiert\’ die Eingabe: Definition: Eine Nicht-deterministische Turing-
— die linkeste Bandposition wird mi mar- Maschine (NTM) ist ein TupelM = (K,X, A, s),
kiert; die rechteste mib. wo
— Zwischena und w werden2k Spuren e K, X, s sind wie bei determinierten TM defi-
angelegt. niert;

— Die oberste Spur endit die Eingabe; die
restlichen Spuren mit ungerader Nummer
sind leer; die geraden Spuren enthalten di
Kopfpositions-Markierungen.

e AC (I__{ x X) x (KU{h}) x (XU{L, R}))
ist dieUbergangsrelation

117

Wir schreibenA in Infix-Form, d.h.(¢q, a)A(¢, b)

— . . : .
e M’ simuliert einen Schritt vor/ in zwei bedeutet(q, a), (¢, b)) € A.

Durchgangen:
— Zunachst &uft M’ von w nacha und liest

. . Wir k& A h al h ige Funkti
fur jede Spur das Zeicher unter dem Kopf = Wirkonnena auch als mehnwertige Funktion

von M (= Stelle der(2; — 1)-ten Spur wo auffassen:
die 2i-te Spur ein« hat). A K x Y — o((EU{r}) x(BU{L,R}))
— Anschliessendduft M’ von o« nachw
und fuhrt fur jedes simulierte Band lokal Damit Schreibweiséq’, b) € A(q, a) moglich.
0r(q,a1,--.,ar) aus. Wenn atig wird w
nach rechts verschoben. Begriff derKonfiguration wie bei Standard-Turing-
e Am Ende der Rechnung wird Bandteil zwischeh Maschine definiert.
a undw auf eine Spur transformiert. [ |
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