Salz: bk e ISt aDgESCNIOSsSEN gegen besie
p-Operatoren, d.h. weng : N**1 — N primitiv
rekursiv ist, so auctf : N**1 — N mit f(n,m) =

( 0 fallsm =0 oder pi<mi(g(n,i) = 0).

g(n, j) # 0 far
Vimito < j < m;

Definition: Seig : N**1 — N eine Funktion. Dann
ist derbeschié@nkte p-Operator wie folgt definiert:

Beweis: f kann mittels primitiver Rekursion und

ficmi(g(n, i) = 0) == Fallunterscheidung dargestellt werden:

io falls g(n,ig) = 0A
Vj <io g(n,j) #0A

0<1ig <m.
. =10 " f(ﬂam+ 1) - m falls a9,

f(n,0)=0
0 falls aq;

f(n,m) fallsas,

Informelle Bedeutung:
g wobei die Bedingungeun; wie folgt sind:

e Der beschinkteu-Operator findet das kleinste
L ) a1 m=0 A g(n,0)=0;
imiti < ms.d.g(n,i) = 0.

ag: g(n,m) =0 A f(n,m) =0 A g(n,0) #

Falls es kein solcheisgibt, liefert der Operator
* =y P 0Am>0;

den Wert0.

e Beachte: der Wefl ergibt sich wenn as: T A mo.

— g(n,0) = 0; oder Damit kannf(n, m + 1) mittels h(n, m, f(n, m))
N geschrieben werden, wdn, m, o) die Bedingungen

— g hat fur keinig < m den Wert0. .
g 0 a1, as, az kodiert.
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Und zwar: Satz: Die folgenden Funktionen sind primitiv
rekursiv:

h(ﬂ,m,O) =0- hl(ﬂamao) +m - h?(ﬂamao)+

o hs(n,m, o) K, m) = 1 fallsm mod n = 0;
. 0 sonst
mit
e hi(n,m, f(n,m)) # 0 gdw ¢; ist erfullt. 1 fallsn prim
n )
Diese Funktionen sind wie folgt gegeben: pr(n) := 0 sonst
hi(n,m, 0) = 1-(my 3 (n,m, 0) + g(n,0)); p(n) :== m, wom istn-te Primzah
ha(,m, 0) =1 (g(n, m) + o0 + (1=g(n, 0))+ D(n, i) = maz({j | n mod p(i)’ = 0}
(1-m));

h’3(ﬂa m, 0) = 1_ (hl (ﬂa m, O) + h2(ﬂa m, 0)) .
Beweis: Diese Funktionen&nnen wie folgt darge-

[ | stellt werden:
t(n,m) :
Bemerkung: nteitm<=3Jz2<msdz-n=m
e Der beschiinkte u-Operator bleibt primitiv = [L<pl(z-n,m)[ =0
rekursiv, wenn statt < m die Bedingung
i < m verwendet wird. = t(n,m) =1"-T],.,, |(z-n,m)|.
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MEA\1v) -
nistpim<=n > 2 AVy < n ((y =
0) V (y=1) V (y teilt n nicht)).

= pr(n) =1-((2"n)+
Y yen - 1, D] - t(y,n)).

p(n) : Esqilt:
e p(0) = 0 undp(1l) = 2, d.h. die erste
Primzahl ist2.

e Die (m + 1)-te Primzahl kann rekursiv
bestimmt werden als die kleinste Zahd.d.
— ¢ > p(m)und
— 1 ist eine Primzahl.
Weiters gilt nach Euklidi < p(m)! + 1.

— p(n) = ipimye ((((m) +1)20)+
(1-pr(i)) = 0).
D(n,i) : Furn = 0ist D(n,4) = 0, d.h. die Null
hat keine Primteiler.

Firn > 0 kannD(n, ) mittels beschiinktem
p-Operator beschrieben werden:

D(n,i) = pz<n(t(p(é)***, n) = 0). u
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e Godelisierungs-Methodd2rimzahlkodierung

e Grundidee:
— Betrachte LOOP-Programm mit Registern
T1,...,Ty.
— Aktuelle Inhalten; aller Register:; wird in
Zahln kodiert s.d.:
x n soll n;-mal durch diei-te Primzahl
teilbar sein,fir1 <i: </;
« n soll nicht durch dig¢ + 1)-te Primzahl
teilbar sein.
e Beispiel:
— Betrachte ein LOOP-Programm mit Regi-
sternz; bisz4.

— Die aktuelle Belegung sei:
r = 1 Iy = 3
Ir3 = 0 Ty =295
— Der Inhalt dieser Register kann mittels

Godelisierung als folgende Zahl kodier
werden:

p(1)" - p(2)°-p(3)° - p(4)° =
21 .33.50.75 =907 578
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| relatonen zu LOOF-Frogrammen

e Im folgenden zeigen wir:
REK ,, = LOOP,

— d.h. die Klasse der primitiv rekursiven
Funktionen ist identisch mit der Klasse der
LOOP-berechenbaren Funktionen.

e Fir die RelationLOOP C REK ,, verwenden
wir strukturelle Induktion tber den Aufbau
von LOOP-Programmen.

— Jedem LOOP-Konstrukt wird einREK .-

Funktion f zugeordnet s.d.:

x Argument vonf reprasentiert Register-
belegungervor Abarbeitung des LOOP-
Konstrukts;

x Funktionswert vonf repiasentiert die
neuen Registerinhalte.

— Dazu verwenden wir eine geeignetédgli-
sierung die den Inhalsntlicher Register in
einer einzigerZahl speichert.
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Definition: Die Kodierungsfunktionen
KF:NF 5 N

und dieDekodierungsfunktionen
D;:N—>N

sind gegeben als:

Kk(’n,l,...,’nk) = Hp(,t)nz’

i<k
D;(n) := D(n,i).
Satz:

1. Die Funktionenk™® und D; sind primitiv
rekursiv.

2. Di(Kk(nl, .. ,nk)) =MN;.
3. K*¥(nq,...,ng) = K**1(ny, ..., ng,0).
Beweis:

1. Gilt, da Funktionen(-), D(-, -) und besctank-
te Multiplikation primitiv rekursiv sind.

2. Gilt, da Primfaktorzerlegung eindeutig.

3. Folgt wegem® = 1, fur allen € N. [ ]
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Notation:

e Wir schreiben
Beweis:Sei f(n,m) := (fi(n, m), ..., fr(n,m)).

— ok .
(n1,...,ng) = K"(ni,...,ng); Dann istf primitiv rekursiv, daf sich wie folgt
(n)i = Di(n). berechnendft:
e Furk = 0 setzen wir) = 1 und(()); = 0, fur f(n,0) = (g1(n),...,g-(n));
allei € N.

fla,m+1) =

Satz: REK ,, ist abgeschlossen geg#yer simulta- (ha(nm, (F(mm)), -, (F(mm)r), -
ne primitive Rekursion, d.h., wemp, . .., g, und he(,m, (f (2, m))ss - ., (f(n,m))r))-
h1, ..., h, primitiv rekursiv sind, so auclfy, ..., f.

mit Damit lassen sich die Funktiongi(n, m), fur alle

1 <4 < r, primitiv rekursiv ausdiicken mittels

filn,0) = gi(n) filn,m) = (f(n,m));.

fT(ﬂa 0) = gT(ﬂ)

flm+1) = h(n,m fi(n,m),..., f(n,m) Lemma 1 Es gilt REK ,, C LOOP, d.h., jede
: primitiv rekursive Funktion ist LOOP-berechenbar.

fr(ﬂ;m+1) = h’r(ﬂ;mafl(ﬁam)a"'7f'r(ﬂ7m))
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Beweis:Wir zeigen folgende Eigenschaften:

1. Die Basisfunktionen 7¥ : N* - N : Simulation mittels LOOP-Programi

e 0 (nullstellige Nullfunktion), P_x mit (k + 1) Register:
e N (Nachfolgerfunktion) und

>

o . LOOP x; DO Zgy1 := XTg+1 + 1 END
e ¥ (Projektionsfunktionen)

sind LOOP-berechenbar; ad 2) Simulation des simulatanen Einsetzens und

2. LOORP ist abgeschlossen gegbar simultanem der primitiven Rekursion mittels LOOP.

Einsetzen und primitiver Rekursion, d.h., (a) Wir zeigen zuachst die Abgeschlossenheit

o wenn die Teilfunktionery, h1, ..., beziglich simultanem Einsetzen.
und h LOOP-berechenbar sind, so auch _ . .
suby(g, h1,- .., hy) undpr(g, h). Seieng : N — Nundhy,...,h. : N®* - N

LOOP-berechenbar.
ad 1) Simulation der Basisfunktionen.
0:N — N : Diese Funktion wird vom LOOP-
ProgrammP, := NOP berechnet. f(m) = g(hi(n), ..., h(n))
e Py bekommt keine Eingabewerte und hat ist LOOP-berechenbar (Wo= (n1, ..., n)).
einen Ausgabewert in Register Amlich 0.

Wir zeigen: die Funktiorf : N¥ — N mit

Sei P, ein LOOP-Programm, dal3 die Funktian
N :N — N : Simulation mittels folgendem berechnet,iira € {g, h1,...,h}.

LOOP-ProgramnPy:
g N Wir konstruieren ein LOOP-Programi?y, daf f

LOOP 1 DO z9 := x5 + 1 END; berechnet.

To =29+ 1
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Registerbelegungif die ProgrammeP,, o €
{g,h1,...,h.}, wie folgt ¢, = r fura = g und
1o = kfUra = h;):

® z1,...,xz;, . Eingaberegister

e z, 1. Ausgaberegister

e z; .;,j > l:restliche Register

Um Belegungskonflikte bei Verwendung der Pro-
grammeP,, fur das zu konstruierende Progranitp
auszuschliel3en, definieren wir:

e P, entstehe aug;,, indem die Registery.
iN ;- unbenannt werdeniif j > 1.
= Registerzg41,. . ., Tk Werden zum Spei-
chern der Ergebnisse der Programmig
freigehalten.

e P, entstehe au$’; durch Umbenennen aller
Registerz; in z; .

- P; hat Eingaberegistety 1, ...,z und
schreibt Ausgabe il 1.
= Registerzy, ...,z bleiben fir die

Eingabe vory reserviert.
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(b) Wir zeigen als échstes die Abgeschlossenheit
bediglich primitiver Rekursion.

Seieng : N* — Nundh : N¥¥2 — N LOOP-
berechenbar.

Wir zeigen: die Funktiorf : N**1 — N mit
f(n,0) = g(n)
flo,m+1) = h(n,m, f(r,m))

ist LOOP-berechenbari(fn = (n1,...,nk)).

Beachte:

e Zur Berechnung vorif (n, m+1) ist die Berech-
nung der Wertq(ﬂ’ 0)’ f(ﬂ’ 1)’ ceey f(n’ m)
notwendig.

o Wir werden dies mit einer LOOP-Schleife
simulieren!
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® T1,---,Tf:
— Eingabe &ir Py und P;, .
® Trtls--sThir:
1 /
— Eingabe @r P;.
— x4 Wird als Zwischenregisterif die
Ausgabe vorP; verwendet <4 < ).

— Zp4+1 ISt Ausgabe vorPy.

® Tktr41:
— Ausgabe vorP; und allerp;, .

® Tjirij, J>1:
— sonstige Register voR; und allerp;, .

= ProgrammP sieht wie folgt aus:

/. —— . — )
Pp 5 Zkt1 = Thtr41; Thtrt1 = 0;

! . —— . — 0N
Py Tkti = Thirs1; Thgrt1 = 0;

/. . . -
Py 5 Thir = Thprt1; Teyrsr1 =0

Py Tpi1 = Thprt1; Tor2 =050 Tpyrpr =0
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Sei P, ein LOOP-Programm, dal3 die Funktign
berechnet, und sé?, ein LOOP-Programm, daR
berechnet.

Wir konstruieren ein LOOP-Programi?, daf f
berechnet.

Wir modifizieren zuéchstP,, um Belegungskon-
flikte zu vermeiden:
e P, entstehe aug, indem
— Zr41 Nicht verwendet wird und

— wo stattdessen die Ausgabesip, , gespei-
chert wird.

Weiters seirg;0 €IN Neues Register, das weder vo
P; noch vonP, verwendet wird.

>

e Dient zur Speicherung der maximalen Anzahl
von Schleifen fir Berechnung vorf (n, m + 1).
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Tstore +— Tk+1; % Th+1 enthalt den
% Eingabewertn
% (Anzahl der Schleifgn

ZTpy1 = 0; % aktueller Schleifenwert;
% anfang9
Py % berechneff (n, 0);

% Ergebnis in Registet o

LOOP Zszore DO
Py % berechneff (n, zx11 + 1) =

% h(@, Tk+t1, f(ﬂ, SUk—e—l))

Thio = Thr2+1; PTpra = f(0,Tp41 + 1)
Tkyo41 = 0;
Tpy1 ‘= Tpr1 +1;%m:=m—+1

END

Zstore = 0

Damit haben wir gezeigt, dal3 jede primitiv rekursiv
Funktion LOOP-berechenbar ist. [ |

[¢)
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Genauer:

e AngenommenP verwendet ausschliel3lich
Register aus der Menggr;, ..., x¢} und
enthalt m LoopP-Anweisungen.
= fp operiert mit
— “Variablen” nq,...,n, fur die Register
T1,y...,2y,

— “Hilfsvariablen”n,, ;,1 < j < m, zur Spei-
cherung wie oft dig/-te LOoOP-Anweisung
ausgefihrt werden soll.

e fpverwaltetWertdny,...,ng, Ngt1,.- -, Netm)
mittels Kodierungna, ..., e, oy, -« -y Nppm) -

e Zu Anfang und Ende der Simulation vdnist
ney; =0furl <j<m.
= Also gilt fir Anfang und Ende der Berech-
nung vonfp:
<n17 s Mgy g1, - - - 7nl+m> = <n17 SR ’nf>
e Insgesamt muf’ somit gelten:

fp(<n1, L. ,?’Lg>) = <n’1, I ,n2> <
P gestartet mit Wertem; in Registerz; halt
mit Registerinhaltem; in z;, fir1 <i < £.
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LOOP-berechenbare Funktion ist primitiv rekursiv.

Beweis:Seig : N* — N eine LOOP-berechenbare
Funktion welche durch ein LOOP-Programih
bestimmt ist.

Wir konstruieren eine primitiv rekursive Funktion
fp :N — Ns.d.

g(nla cee 7”:’9) = (fP(<n1’ . 'ank>))k+1
= Dk+1(fP(Kk(n1> I ank)))
= D(fp(K*(n1,...,n%)),k+1)

fp mufd geeignet konstruiert sein, s.dop-Befehle
der Form
LOOP z; DO P’ END

korrekt ausgefhrt werden, d.h.

e falls z; = n zu Beginn der ersten Ausfirung
des Schleifenrumpfes ist, so sd!f n-mal
ausgeiihrt werden.

Dies wird durch geeignete “Hilfsvariablen” reali-
siert.
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Wir definierenfp mittels Induktioniiber den Aufbau
von LOOP-Programmen.

e D.h.,, fur jeden Punkt der rekursiven Definiti-
on eines LOOP-Programmes geben wir eine
primitiv rekursive Funktion an, die dasselbe
berechnet.

P=zx;:=z;,+1:
Es muss hier gelten:
fp(n) =
((n)1,-.-,(n)i—1, ()i £1,..., (M) etm)

e FUrP = z; := x; + 1 setzen wir:
fr(n) =n-p().

e Fur P = z; := x; — 1 konstruieren wirfp
wie folgt.
— SeiDIV (n,m) = pi<ni(ln,m -i| = 0),
d.h., man sucht das kleinstenit m-i = n.
— Dann setzen wir:

n falls D(n,7) =0

frn) = DIV (n,p(i)) sonst
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4 = LUUF wg DU 177 END .
Der betrachteteoopr-Befehl sei derj-te, und
fur dessen Schleifeahler die Hilfsvariable
ngy; benutzt wird.

Wir simulieren diesen Befehl mittels zwei
Funktionen:fp(n) = fa(f1(n)).

e Funktion f; initialisiert (n),4; mit dem
Wert, denz; bei Betreten der Schleife hat:

fAln) = A1, (M)erj-1, ()i,

(n)f+j+1a AR (n)é+m>
= filn) =n-pt+ )™

e f, fihrt die Simulation desoopr-Befehles

aus:

— Sei fp, die Funktion dieP; berechnet
und

— ngy; der Schleifenahler, der im Laufe
der Rekursion herunterg@zlt wird.

— In jedem Rekursionsschritt wird auf
das Ergebnis des rekursiven Aufrufs die
Funktion fp, angewendet.

= TS gttt i

n fallsng; =0

fo (R((0)1s - (M),
(M)e+s — 1, (N)e4j+1,

{ ...,(n)g+m))) sonst

Anders ausgedickt:

fa2(n) =

n fallsngs; =0
fo(n) = fr (F2(DIV (n,0(E + ) )

sonst

\

fo kann mittels HilfsfunktionF' auf das
Standardschema der primitiven Rekursion
zurickgefihrt werden:

F(n,0)=n
F(n,m+1) = fp, (DIV(F(n,m), p(t + 7))

—  fo(n) = F(n,D(n,{+7)).
P = Pi; P, : Dannseifp(n) = fp,(fp,(n)). ®

Lemma 1 und 2 impliziert:
Satz: LOOP = REK ..
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