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1. Endliche Automaten

1.1 Deterministische und Nichtdeter ministische Automaten

Unter einem informationsverarbeitenden System wollen wir ganz allgemein eine Einrichtung
verstehen, die Nachrichten - d.h. in bestimmter Weise strukturierte Signale - aufnehmen,
Ubertragen, speichern, umwandeln und wieder abgeben kann. Der Charakter eines solchen
Systems wird u.a. durch die Mengen seiner Ein- und Ausgénge und deren Werte, seinem
Zeitverhalten und der Art der Zuordnung zwischen den Ein- und Ausgangswerten bestimmt.

Systeme, die

- Uber endlich viele Ein- und Ausgange verfugen, an denen abzahlbar viele verschiedene
Werte ein- bzw. ausgegeben werden konnen

- in ener diskreten Zeitskala arbeiten, d.h., bei denen die Zeitpunkte, die fur die
Beschreibung des Systemverhaltens von Bedeutung sind, eine abzadhlbare Menge bilden,

- determiniert sind, d.h. die Ausgangswerte sind in jedem Zeitpunkt eindeutig durch die
Eingangswerte festgelegt, die zu den vorausgehenden Zeitpunkten vorgelegen hatten
(Vorgeschichte)

werden als determinierte digitale Systeme bezeichnet. Die Eingange ey, ..., em und die
Ausgange a1, ..., an €ines determinierten digitalen Systems konnen als Funktionen aufgefalit
werden, die jedem Zeitpunkt (ganze Zahl) t, einen Signalwert gj(t) bzw. aj'(t) aus den
entsprechenden Wertmengen der Ein- bzw. Ausgange zuordnen. Werden die verschiedenen
Ein- bzw. Ausgange zu Tupeln zusammengefaldt, dann entsteht ein System mit dem Eingang
E und dem Ausgang A.

E und A sind Funktionen, deren Wertebereich die m-te Potenz der Eingangswertmenge und
die n-te Potenz der Ausgangswertmenge bilden, und die im weiteren Eingabealphabet X bzw.
Ausgabealphabet Y heif3en. Die Vorgeschichte der Eingangswerte wird als Zustand z des
Systems beschrieben und kann ebenfalls als Funktion z(t) der Zeitpunkte t aufgefaldt werden.
Der Begriff des abstrakten Automaten entstand im Zusammenhang mit Untersuchungen Gber
sequentielle diskrete Schaltsysteme (Huffmann, 1954). In Arbeiten von Mealy (1955) und
Moore (1956) werden abstrakte Automaten als mathematische Strukturen eingefUhrt mit

E®) = (e1(t), ..., em®) O X , A®) = (1), ..., an®)) O Y, z(t) O Z, dessen Verhalten
durch eine Uberfiihrungsfunktion f: X x Z OO0 - Z und eine Ergebnisfunktion
g: X xZ [ - Y beschrieben wird.

Automatenmodell:

© 4

e, O— ;, 0 4,
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1. Endliche Automaten

t 0 1 2 3
eu(t)
«— «—
em(t)
&(t) xO X
—> aq —> yOyY
zUzZ
g(x,2)0Y
fx,z2)0Z

Ein endlicher Automat kann als ein gerichteter Graph dargestellt werden, indem die Knoten
des Graphen den Zustdnden des Automaten entsprechen. Existiert bel Eingabe X en
Ubergang vom Zustand z; zum Zustand z,, so wird dieser als Pfeil im gerichteten Graphen
(Transitionsdiagramm) dargestel|t.

Beispiel:
Duaaddierwerk: X ={00, 01, 10, 11}; Y ={0, 1}, Z={0, 1} mit g(t), g(t) U {0, 1}
m=2, n=1
Berechnungsbeispidl:
dez dua
07 0111 1. Summand
+ 06 +0110 2. Summand
010 01100  Ubertrag
13 1101 Summe
Automatentafel:
Ubertrag
X 0 1 0 1
00 0 1 0 0
01 1 0 0 1
10 1 0 0 1
11 0 1 1 1
Summe Ubertrag
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

11
00 01
01 10
10 11
00

Transitionsdiagramm

Definition: Deterministischer Automat

Eine Struktur A ={X, Y, Z, f, g} heif% deterministischer (endlicher) Automat,
wenn

- X,Y, Z nichtleere abzahlbare (endliche) Mengen und
- f bzw. g Funktionen aus X x Zin Z bzw. Y sind.

Wir vereinbaren die Bezeichnungen:

X Eingabemenge X Eingabee ement
Y Ausgabemenge y Ausgabeel ement
Z Zustandsmenge z Zustand

f Uberfiihrungsfunktion f(x,z) Folgezustand

g Ergebnisfunktion g(x, z) Ergebniselement

Definiton: Vollstandiger/ autonomer/initialer/ nichtdeterministischer Automat

a) A heildt vollstandiger Automat, wenn f und g vollstandig sind, d.h. fir alle
(X, 2) aus X x Z definiert sind. ( Andernfalls heil3t A partieller Automat.)

b) A heift autonomer Automat, wenn |X| = 1, d.h. X enthalt nur ein Element.
(Keine Abhangigkeit vom Eingang.)

¢) Die Struktur (X,Y, Z,Z,f,g),wo (X, Y, Z,f g enAutomatund Z' 0 Z ist
(Z' Menge der Anfangszustande), heif3t
- initialer Automat, wenn |Z'| = 1,
- nicht-initialer Automat, wenn Z' = Z.
- schwach initialer Automat, wennZ' (] Z .

d) A heif’t nicht-deterministischer Automat, wenn f: XxZ - 2* von X x Z indie
Potenzmenge von Z abbildet, d.h. fur ale (x, z) die Werte f(x, z) Teilmengen
von Z sind.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

e) Die Struktur (X, Z, Z', f) heif3t Automat ohne Ausgabe, wenn X, Z nichtleere
abzdhlbare Mengen sind, Z' 0 Z (Menge der Anfangszustande) und f eine
Funktion aus X x Z in Z (deterministischer Automat) bzw. in die Potenzmenge
von Z (nichtdeterministischer Automat) ist.

Definition: Transitionsdiagramm (Zustandsgraph)
T = (Z, K) heild Transitionsdiagramm (Zustandsgraph) des endlichen Automaten
ohne Ausgabe A = (X, Z, f), wenn K={ (z, x, )|z 0O Z , x O X, Z = (X, 2)}
(Kantenmenge).
(Bel nichtdeterministischen Automaten ist z' Element von f(X, z).)

Globales Verhalten:

Das globade Verhdten eines Automaten beschreibt seine Reasktion g = y(1)..y(n)
(Ausgabewort) auf eine Folge (Eingabewort) p = x(1)...x(n) von Eingangswerten x(t) zu n
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 1<t<n

1 2 n
x(1) X(2) x(n)

T A " YD Y . ¥
q

Ausgehend vom Eingabewort p und dem Anfangszustand z = z(1) wird die Resktion des
Automaten bestimmt durch y(t) =g(x(t), z(t)) , z(t+1) = f(x(t), z(t))

X* bzw. Y* sai die Menge aller Worter (Zeichenketten) Uber X bzw. Y. Die Teilmengen von
X* bzw. Y* heiflen (formale) Sprachen Uber X bzw. Y. Durch I(p) wird die Lange (Anzahl
der Zeichenstellen) des Wortes p bezeichnet. Das Symbol fir das leere Wort sei € (leere
Zeichenkette) mit I(€) = 0. Die Anzahl der mit x besetzten Stellen in p wird durch Iy(p)
bezei chnet.

Definition: Globale Automatenfunktion
a) Lange eines Wortes pX*: I(€) = O, I(px) =I(p) +1

b) Wortfunktion @ Uber (X, Y) mit ®: X* [0 - Y*, D(P) O X*, W(P) O Y*
(D bezeichnet den Definitionsbereich und W den Wertebereich)
c¢) Globale (deterministische) Automatenfunktionen f' und g'

f: X*xZ [0J - Z Folgezustand
g: X* xZ [0 - Y* Ausgabewort

mit
fe,z)=z, f(px,2) = f(x, f(p,2))
g(e.2) =€, d(px, 2) = g(p.2) 9(x, F'(p,2)).
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

(Bemerkung: Daf'(x, z) =f(x, z) und g'(x, z) = g(x, z) wahlen wir deshalb fur f’
und f bzw. g und g die gleiche Bezeichnung.)

d) Globale nichtdeter ministische Automatenfunktion f' und g'

f: X*xZ 00 - 22 Folgezustandsmenge

g: X* xZ 00 - 2Y*  Ausgabewortmenge

mit
f'(e,2) ={z},f'(px, 2) ={Z| esexistiert " (I f'(p,2z) O Z' O f(x, 2)},
fp.2)= Uf'(p.2
g'(s, 2) ={¢€}, g(px, 2) =g'(p, 2) 9(x, f'(p,2)) (Verkettung von Wortmengen)
a(x, 2) ={a(x, z") [z" O 2"}

Beispiel: Nichtdeterministischer Automat ohne Ausgabe
X ={0, 1}, Z={z0, 21, 22, 23, 24}

X 20 2] 4] z3 Z4

0 {20, 23} O {z2} {z4} {z4}

1 {z0. 21} {22} {zo} O {z4}
Automatentafel

Transitionsdiagramm

Z'={zg} Anfangszustand, Eingabewort: p = 01001, Folgezustandsmenge: { zo, z1 ,24}
Reaktionsmoglichkeiten bei Eingabe von p:

0 1 0 0 1
Zo > Zo > Zo > Zo > Zo > Z0
\ 73 \ Zl\ 23\ 73 \ Z
\A Z4 Zy
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Satz. Fir allep, q 0 X* und z 0 Z bzw. Z" (1 Z gilt:
f(pg, 2) = f(q, f(p,2)) bzw. f(pa, Z") =f(q, f(p, Z")) und
a(pa, 2) = 9(p.2) 9(a, f(p,2)).

(Der Beweis kann induktiv Uber die Lange von g gefuhrt werden und sei dem Leser as
Ubungsaufgabe empfohlen.)

Definiton: Erzeugte Wortfunktionen

a) Eine Wortfunktion @®: X* - Y* Uber (X, Y) hef im Automaten

A=(X,Y,Zf,g) durch den Zustand z [] Z erzeugt, wenn gilt:
a(p, 2) = P(p) furalep O X*.

b) Eine Wortfunktion ® Uber (X, Y) heil3t im Automaten A = (X, Y, Z, f, g)
erzeugbar, wenn es einen Zustand z [1 Z gibt, der @ in A erzeugt.

¢) Eine Wortfunktion @ Uber (X, Y) heifdt (endlich) erzeugbar, wenn es einen
Automaten A (mit endlicher Zustandsmenge) gibt, in dem @ erzeugbar ist.

Satz. Eine Wortfunktion @ Uber (X, Y) ist genau dann erzeugbar, wenn sie folgende
Eigenschaften erfullt:
a) I(p) = (P(p)) fur allep O X* und
b) fur jedesp, r O X* gibt eseint [0 Y* mit ®(pr) = d(p) t.

Bezeichnung: Wortfunktionen , die die Eigenschaften a), b) erfillen, heil3en sequentiell.
(@) Eigenschaft der Langengleichheit  b) Eigenschaft der Restrospektivitét)

Definition: Zustand einer Wortfunktion
Sei ® eine sequentielle Wortfunktion tber (X, Y) und p O X*. Dann heif3 die Wortfunktion
Pp Zustand von @ zum Wort p, genau dann, wenn ®(pq) = d)(p)tbp(q) far dleq O X*.

Bezeichnung: ZP = { ®p | p 0 X*} heif die Zustandsmenge von ®. Es gilt ® = ®g [ Z9.

Satzz Eine sequentielle Wortfunktion @ ist in einem endlichen Automaten genau dann
erzeugbar, wenn die Zustandsmenge von @ endlich ist.

Beispiel:
a) Die Wortfunktion ® Uber (X, Y) mit X =Y ={0, 1}, ®(g) =€, P(px) = DP(p) v,
wobei y = 1, falsl1(px) > 0 gerade, sonst O ist, wird in dem Automaten mit

20 y 2] y 22 y
0 ZQ 0 z1 0 z2 1
1 Z1 0 V4] 1 Z1 0
Automatentafel
Transitionsdiagramm
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

durch den Zustand zg erzeugt. Die Automatenzusténde zg bzw. zq bzw. zo entsprechen
den Zusténden ® = ®¢ = dg bzw. 1 = D1 bzw. P11 = D110 der Wortfunktion @.

b) Die Wortfunktion ® tiber (X, Y) mit X={x}, Y ={0, 1} und ®(x") =y1... y,, wo fir alle
n>0und1<i<n:y=1falsi Quadratzahl und O sonst, ist eine sequentielle Wortfunktion
aber in keinem endlichen Automaten erzeugbar, daz® nicht endlichist.

Definiton: Akzeptor, akzeptierte Sprache

a) Eine Struktur A = (X, Z, f, zo, F) heif3t ein Akzeptor Uber X, wenn
(X, Z, f, zp) initialer Automat ohne Ausgabe und F [0 Z (Menge der Finalzustande).

b) DieMengeL(A) O X* heil die von A akzeptierte Sprache, wenn fur allep O X* gilt:
p OL(A) gdw. f(p, zo) O F im deterministischen Fall bzw.
f(p, zo) N F# O im nichtdeterministischen Fall.

c) Akzeptoren A1 und A, die die gleichen Sprachen L(A;) = L(A,) akzeptieren, heil3en
aquivalent (A; TA)).

Beispiel: Vom Akzeptor (X, Z, f, zg, F) mit X ={0, 1}, Z ={ zq, 21, 22}, F = {1} und der
Uberfiihrungsfunktion f, dem das nachfolgende Transitionsdiagramm entspricht, wird
die Sprache akzeptiert, die genau alle Worter Uber X enthdlt, in denen alle Zeichen O
vor alen Zeichen 1 stehen und die mindestens ein Zeichen 1 enthalten.
(zB. 1,1..1,01,0..01..1)

Bemerkung:
a) Jedes zur akzeptierten Sprache gehdrige Wort Uberflihrt den Akzeptor aus dem
Anfangszustand zq in den Zustand z1.
b) Folgt in einem Wort auf eine 1 eine O, dann wird der Zustand z» erreicht, der nicht mehr
verlassen werden kann ("Mdullzustand"). Nach Entfernen des Zustandes z, entsteht ein
partieller Automat, der mit dem Endzustand z; dieselbe Sprache akzeptiert.

Satz: Jede durch einen nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache wird
durch einen deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

(Beweisgedanke: Simulation des nichtdeterministischen Automaten durch einen aquivalenten
deterministischen Automaten. Die Zustdnde des deterministischen Automaten entsprechen
dabei den Zustandsmengen des nichtdeterministischen Automaten.)

Folgerung: Deterministische endliche Automaten akzeptieren diesselbe Sprachklasse wie
ni chtdetermini stische endliche Automaten.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Dem nichtdeterministischen Automaten ({0, 1}, { zg, z1}, f, zg, {z1}) mit der
Automatentafel:

Z40) 2]
0 z0, 21 [
1 Z1 z0, Z1

bzw. dem Transitionsdiagramm: o1

roullscl

1
entspricht der deterministische Automat

(0,13, {0, {zo}, {z1}. {z0, z1}}. . {za} . {{z1}, {20, 1}}) mit der Automatentafel:

O {z0} {z1} {z0. 21}
0 O {20, 21} 0 {z0, 21}
1 O {z1} {zo,z1} | {z0 21}

bzw. dem Transitionsdiagramm:

Beide Automaten akzeptieren die Sprache, die genau die Worter 1, 11p, 0g enthdt, wo p, q
beliebige Worter aus {0, 1}* sind.

Definiton: Automat mit e-Ubergingen

a) A = (X, Z f, zg, F) hei’t Automat mit &-Ubergangen, wenn X, Z nichtleere
abzéhlbare Mengen sind, zg 0 Z, F O Z und f eine Funktion von (X [0 €) X Z in
22 ist.

b) Fur die globale Uberfuhrungsfunktion f' von A gilt:

f'(g, 2) = &(2) und f'(px, 2) = e(f(x, f'(p, 2)) mitzO Z, x O X, p O X*.

e(z) enthdt ale Zusténde, die im Transitionsdiagramm von z durch mit €
markierte Pfeile, (u. U. Uber Zwischenknoten), erreichbar sind.
(Esistimmer z 0 &(2).)

Weiterist  f(x,2")=Jf(x2) und f(p.2")=Jf'(p.2)

c) Der Automat A akzeptiert die Sprache L(A) = {p | pUX Of'(p, zg)nF# U}.

Achtung: Allgemeinist f(x, z) # f'(x, z) und f(g, z) # f'(€, 2).

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Automat A = (X, Z, f, zg, F) mit X = {0, 1}, Z={zg, 21, 2}, F= {zp} mit

Automatentafel: y4y) z1 z2
0 Z0 O z2
1 U Z1 i
€ Z1 y4) U

bzw. Transitionsdiagramm:
0 1 0

€ €
ZO Zl

wo &(zg) ={z0, 21, 22}, &z1) = {21, 22}, &(zp) = {22} .
Das nachfolgende Diagramm bzw. Tafel zeigt einen nichtdeterministischen Automaten ohne
e-Ubergange mit den Finalzustanden zq, z1, zo, der L(A) akzeptiert.

Automatentafel: Z0 Z1 V)
0 {z0. 21, 22} {z2} {z2}
1 {z1, 22} {z1, 22} O

Transitionsdiagramm:

Satz. Zu jedem endlichen Automaten mit e-Ubergangen gibt es einen nichtdeterministischen
endlichen Automaten ohne e-Ubergange, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Bewei sgeskizze:
Simulation des Automaten A = (X, Z, f, zo ,F) mit e-Ubergangen durch einen nichtdetermi-
nistischen Automaten A" = (X, Z, f*, zo ,F") ohne e-Ubergange, d.h. man konstruiert fir den
Automaten A" die Finalzustande

F O {zo} fallsvon zpein Zustand aus F nur durch

o e-Ubergange erreichbar ist.

F sonst

und die Uberfuhrungsfunktion f*(x, z) = f'(x, z) mit x 0 X, z O Z, wobei f' die globale
Uberfiihrungsfunktion von f ist. Somit enthélt A" keine e-Transitionen.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Durch vollstéandige Induktion Uber die Lange des Eingabewortes p ist zu zeigen, daf3
'(p, z0) =f'(p, 20) gilt.

Folgerung: Endliche Automaten mit e-Ubergangen akzeptieren dieselbe Sprachklasse wie
endliche Automaten ohne -Ubergange.

Beispiel: Der durch das Transitionsdiagramm bzw. die Automatentafel beschriebene

20 2] 22
0 ZQ [ [
1 0 Z1 N
2 [ [ Z2
€ Z1 y4) [

0 1 2
€ €
Z, z,
endliche Automat mit e-Ubergangen (zg Anfangszustand, zo Finalzustand) wird durch den

nichtdeterministischen Automaten ohne e-Ubergéange mit dem Transitionsdiagramm bzw. der
Automatentafel (zg Anfangszustand; zg, zo Finalzusténde) simuliert

y4y) z1 V4
0 {z0 21 23} 0 O
1 {21 22} {2122} O
2 {zo} {zo} {z2}

0,12

und erzeugt die Sprache {0'1™2" I, m, n = 0}, in der alle Zeichen 0 alen Zeichen 1 und ale
Zeichen 1 allen Zeichen 2 vorangehen.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

1.2 Regulare Mengen und Regulare Ausdrucke

Definiton: _Summe, Produkt, Potenz und Iteration formaler Sprachen
Seien X eine nichtleere, endliche Zeichenmenge und L, LjIX* formale Sprachen
Uber X:
a) Summe (Vereinigung)

LiOLy={pOpOLyO0pOLy}
b) Produkt (Verkettung, Concatenation)

L1OLo={pgUpOL;0qULp}
c) Potenz

LO={g}, LM*l=LoLNfirn=0

d) Iteration (Hulle, Sern)
L= JL" ,L*={JL",L*=L*O{¢g}

n=0 n=1

Beispide: X ={0, 1}, {1}* ={¢, 1,11, ..}, {10 {0} =X,
{13+ 0 {0}*={10, 10...0, 1...10, 1...10...0}

Definiton: Reguldre Mengen (Sprachen) iber X

a) WennL ={¢€} oder L [I X, dannist L regulér Uber X (Elementarsprachen)
b) Wenn L1, Lo regulér, dannsind L1 O Lo, L1 O Lo regular.

c) Wenn L regulér, dannist L* regulr.

d) L ist nur dann regulér, wenn dies nach a), b) oder c) gilt.

Bemerkung: Die Klasse der reguldren Mengen (Sprachen) ist die kleinste Klasse, die dle
Elementarsprachen umfaldt und abgeschlossen ist gegentiber Summe, Produkt und Iteration
(Kleenesche Algebra).

Definiton: Reguldre Ausdriicke (Terme) tber X
a) [, g, x 00X sind regulére Ausdrticke. (Eigentlich Zeichen fir [, €, x.)
b) Wenn T, T4, T2 reguldre Ausdricke, dann sind auch <T>, (T1 + T2) und
(T1 To) regulére Ausdriicke.
¢) T ist genau dann ein regularer Ausdruck, wenn er nach a) oder b) gebildet ist.

Beispiel: Die Zeichenketten (<(0 + (1 0))> - 1), <((1 + €) - 0)> und << 0 >> sind reguléare
Ausdriicke Uber {0,1}.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Definiton: Interpretation Int requldrer Ausdriicke
-Int 0 =0 (leere Menge),
-Inte ={¢},
- Int x ={x},
-Int<T>=(Int T)*,
-Int(T9+ To)=IntT1 O Int Ty,
-Int(T1-To) =IntT1 O Int Ty

Die Funktion Int ordnet jedem reguldren Ausdruck T eine regulére Menge Int T zu.

Klammer einsparungsregeln bei reguléren Ausdriicken nach Prioritdten der Operationen:
- Iteration bindet stérker als Produkt,
- Produkt bindet stérker als Summe.

Bel geklammerten Ausdriicken in < > kdnnen Auf3enklammern entfallen.

Beispiele:
a Int(<(0+(1-0)>-1)=Int<(0+(1-0)>0{1} =({0rd ({1} 0{0}))* °{1}
mitInt<(0+(1-0))> =(nt(0+(1-0)*
b) Int<O>=(IntO)*=0*={¢}, Int<e>=(Inte)* ={e}* ={¢}

Definiton: Aquivalenz von reguldren Ausdriicken
Die reguldren Ausdriicke Tq und T2 heif3en &quivalent, wenn ihre Interpretationen
die gleiche reguléare Menge beschreiben, d.h. T1 ~To gdw. IntTq=IntTo

Beispiele:
a) <[O>~<e>~¢g,
by ¢-T) ~(T-¢)~T,
o ([@+T)~(T+0O)~T,
d) <<T>>~<T>,
e ((T-<T>)+¢g)~ <T>,
) ((T-TY+(T-T2))~(T- (T1+T2)
9) (To+T2)~(T2+T)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Satz. Zu jedem reguldren Ausdruck T existiert ein endlicher Automat mit e-Ubergangen, der
die Sprache Int T akzeptiert (Automatensynthese).

Beweis: Induktion Uber die Anzahl der Operatoren in T. Zusammensetzen der Automaten fur
die Konstituenten von T mit Hilfe von e-Ubergangen. Wenn Ag, A1, Ao mit den
Anfangszustanden ag, a1, ap und den Finazustanden bg, bq, bp, die den Ausdriicken
To, T1, T2 zugeordneten Automaten bezeichnen, dann ergeben sich fur die Ausdriicke
<Tp> <T1+T2> (T1:-Tp) folgende Automaten:

<Tp>

(T1+T2)

(T1-T2)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Konstruktion eines akzeptierenden Automaten zum Ausdruck ((0 - <1>) + 1):

Automat fir O:

Automat fir 1;

Automat fir 1;

O ()
O—0
© ()

Automat fir <1>:

Automat far (0 - <1>):

Folgerung: Nach den vorhergehenden Sétzen gibt es zu jedem reguldren Ausdruck T einen
endlichen deterministischen Automaten (ohne e-Ubergange) A mit L(A) =Int T.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Die durch den Ausdruck ((0 - <1>) + 1) beschriebene Sprache (reguldre Menge)
wird durch den Automaten mit dem nachfolgenden Transitionsdiagramm akzeptiert.
(zo Anfangszustand, z1, zp Finalzusténde, zz Miillzustand). Ohne z; entsteht ein
partieller Automat, der mit z;, z, a's Finalzusténde diesel be Sprache akzeptiert.

Satz: Jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache ist regulér,
d.h. es existiert ein reguldrer Ausdruck, der diese Sprache als Interpretation besitzt.
(Automatenanalyse)

Beweisidee: Konstruktion des Ausdruckes durch Zusammensetzen aus Konstituenten, die den
globalen Zustandsiibergangen des gegebenen Automaten entsprechen.

Folgerung: Eine Wortmenge (Sprache) ist genau dann reguldr, wenn es enen sie

akzeptierenden endlichen Automaten gibt. (Reguld&re Ausdricke und endliche
(nichtdeterminisitsche) Automaten (mit e-Ubergéngen) beschreiben diesel be Sprachklasse.)

Analyseverfahren: (Konstruktion eines regularen Ausdruckes zu einem endlichen Automaten)

Wenn der Ausdruck 'I'”.k die Menge aller Worter beschreibt, die den Automaten vom Zustand

zj in den Zustand zj Gberflhren, und dabei héchstens die ersten k Zustdnde aus der
Zustandsmenge Z = {71, ..., Zn} as Zwischenzustdnde auftreten, dann gilt

Tijk = (Ti:_l < Tkt_l > DTk:'(_l) + Tijk_l

Ausgehendvon T = > x (bzw. £+ > x falsi =), wobei f die Uberfiihrungsfunktion

z;=f(x,z) z;=1(x,3)
des Automaten A bezeichnet, kann L(A) durch den Ausdruck ZTlﬂ beschrieben werden.
7 OF

( Dabeil bezeichnet zq den Anfangszustand und F die Menge der Endzusténde von A.)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel:
Gegeben sei der Automat A nach dem Transitionsdiagramm mit dem Anfangszustand zq und
dem Endzustand z».

1
Dievon A akzeptierte Sprache wird beschrieben durch den Ausdruck
T, =(Ty X Ty > OT,) + Ty, mit

T112 :(Tﬁ KX T1(1) > DTlg) +Tlg ’Tl(il). =0, T:L(Z) =1
Tzlz :(Tz(i KX T1(1) > DTlcz)) +T2%7 Tz(i =U, Tz(; =(0+1).

Damit ergibt sich T, = (0 -<0>-1+(0+ 1)) ~(0+1).

T; = (0-<0>-1+1)~ <0>1,

Té ~(<0>-1-<0+1>-(0+1)+(<0>-1)~(<0>-1-<0+1>)
undL(A) ={plqOpO{0}* O qO{0,1}*} =Int T;.

Syntheseverfahren:

Konstruktion eines endlichen deterministischen Automaten als Akzeptor einer reguléren
Menge L Uber X.

1. Konstruktion tber Derivatenbildung:

Dp(L) ={qUOpqOL } Derivat von L bzgl. p 0 X*.
D(L) ={ Dp(L) Op O X*} Derivatenmenge von L

Behauptung:
8 Dg (L) =L, qu('—) = Dq(Dp(l—))-
b) Wenn L regulér, dann Dp(L) reguldr fur alep [0 X*.
¢) Wenn L regulér, dann D(L) endlich.
d) Wenn L regulér, dann existiert ein endlicher Automat A= (X, D(L), f, L, F) mit
f(x, Dp(L)) = DpX(L), wobei Dp(L) OF gdw. € DDp(L) und L =L(A).

Die Derivatenmenge von L kann sukzessive durch Derivatenbildung bzgl. x konstruiert
werden. Dazu sind ausgehend vom reguldren Ausdruck (Term) T, der L als Interpretation
besitzt, die x-Nachfolger (x Nf T) von T mit Int(x Nf T) = Dy (Int T) zu bilden.

Konstruktion der x-Nachfolger von T

aT=0,ex0OX: xNfT=¢ falsT =x, sonst [I.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

b)
T=<Tp>: XNfT =(XNfTg) T
T=(T1+To): XNfT =(xNf T{+xNf To)
T=(T1-To): XNfT =(xNf(T11-To)+ xNf(T12-Tp)) fdlsT1=(T11+T12)
(T1 kein Produkt): =((XNfTq) - TP +xNf To) falsTq1=<T1>
=To falsTq =x
=xNfTo falsT1=¢
= 0 sonst
Beispiel: T=0-<1>+1
1
Zo lo<1> + 1 > ¢ |z,
0 0, 1
Zy |<1> = > o5 | 23

1U| 0, 1

0 Nf(0-<1>+1)=(<1>+0)~<1>, INf (0-<1>+1)=(0 - <I>+¢€) ~¢,
0 Nf<1>=0-<1>~0,1Nf<l>=¢-<1>~<1>xNfe =0 ,x Nf O=0 fiirx 0{0,1}.

2. Konstruktion Gber Indexmengen:

Wir gehen zunéchst vom Term T = WX, W,...X; W, zu einem wiederholungsfreien Term

T' = WX, W,... X" W, Uber, wo wy Zeichenfolgen tiber {(,),{,}, +, & @} sind und in dem

jedes Alphabetzeichen an alen Stellen, in denen esim Term auftritt, unterschiedliche obere
Indizes trégt. Wir bezeichnen durch I4(T') die Menge aller oberen Indizesvon x in T'.
Weiter sei Ex(T") ={ i / exist. p mit x'pUInt T'}
die Menge aller Indizes von x, mit denen Worter aus Int T' beginnen und
Ne(1, T) ={j / exist. p, X", yIX, i I mit py' X' qUInt T’} die Menge aller
Indizes, mit denen x in Wortern aus Int T auf einen Index aus | folgt.
Der Automat A = (X, ZU0{zo}, f, 2o, F) mitz L [,(T") fur zOZ, x OX und
f(X, zo) = Ex(T") UI(T"), f(X, 2) = Nx(z, T") Ul(T") und
zoLUF gdw. eUInt T bzw. zUF gdw. (exist pOX*, x X, i Lz mit px' Olnt T')
akzeptiert L=L(A)=Int T.
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1. Endliche Automaten

Beispiel: T'=(0'<1%>+1%), Eo(T") ={1}, Ex(T") ={3}, f(0, zo) = {1}, (1, zo) = {3},
f(1,{1}) ={2}, (1, {2}) = {2}, sonst f(x, 2) = &, und F={{1},{2},{3}}
A=({0,1},{z, 1,2 3, o}, T, 2o, F) akzeptiert die Sprache L(A) =Int T=01 [ 1.

GG

ol{y ®© & o
11 {3 {2 {3 & o

1.3 Eigenschaften regularer Sprachen und endlicher Automaten

Satz Pumping-Lemma
Zu jeder reguléren Menge L Uber X gibt es eine natlrliche Zahl n|, so dai3 fur ale
Worter p L mit | (p) 2 n_ gilt: Esexistieren Worter u, v, w 0O X* mitl (uv) <n_
undl (v)=1so, daBp=uvw undfiralei=0 istuvlw L.

Beweis: Esexistiert ein endlicher deterministischer Automat A = (X, Z, f, zg, F) mit L(A) = L.
Waéhle n = [ZO Fur ein Wort p = Xiq ... Xim O L mit m = n_ missen zwei der
(m+1) Zustande zig=2zq, f (Xi1,2z9) =zi1, ..., T (P, 29) = zim O F gleich sein.
Wenn zij = zig, daan kK<n_, p=uvw undf(u, zg) = zij . (v, zij) =zik ,
f(w,zik) =zip,dh u=xig .. xij,V=Xi+1) - Xik , W = Xi(k+1) - Xim |,
I(uv)=k<n_, I(v)21und w!wOL,denn ausf(u,zo):zij = Zik ,
f(w, zik) =zim und f (v, zik) =zig folgt f (ulw, zg)=zi[ OF firalei=0.

Bemerkung: 1) ng kann as die Anzahl der Zusténde des Automaten mit der kleinsten
Zustandszahl gewahlt werden, der die Sprache L akzeptiert.
2) Mit p enthalt L unendlich viele Wérter der Form uvlw . _
3) Der Satz besagt nicht, daR jedes hinreichend lange Wort die Form uvlw
fureini > 0 hat.
4) Wenn der Satz nicht gilt, dann ist L nicht regulér. Aus der Gultigkeit des
Satzes kann aber umgekehrt nicht die Regularitdt geschlossen werden .

Beispie: @ L={0"1"N |n>0} istnicht regulér, denn sonst existiert éinn_ =0 mit
oL 1L = uvw , I (uv)<n_ und I (v)=1. Es ist demnach u=0M,
v=0WV, 6 w=0L-nunvink - yw= oL-Nv 1L und n_ -ny < n_
also uw nichtin L . Widerspruch zum Pumping-Lemma.
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1. Endliche Automaten

b) L ={ on2 | n = 1} ist nicht reguldr, denn sonst existiert n. = 0 mit
0nL2 = ww, 1<l (v)<ng, T(u)+1(v)+I(w) =n2, n2=1(uw)
<l(w2w)=n 2 +I(v) < n2 +n<(n+l)2 unddaraus folgt uv2w
nichtinL.

Satz:
Sel A ein endlicher deterministischer Automat Uber X mit n Zusténden.
a L(A) # 0O genaudann,wenneinpOL (A) mitl (p) <nexistiert.
b) L(A) nicht endlich genau dann, wenn enpUL(A) mitn<I(p) <2nexistiert .

Bewelss @ Wenn L ( A ) # O , dann wéhle ein kurzestes Wort p O L ( A ).
Annahme: [(p)=n.NachPumping Lemmagiltp=uvwunduw OL(A ) mit
[ (uw) <1 (p). Widerspruch zur Wahl von p. Gegenrichtung evident.

b)Sei pOL(A)mitn<I|(p)<2n.Dann gilt nach Pumping Lemmap = uvw

unduvlwOL (A) furalei=0,dh., L (A)nichtendlich. WennL (A) nicht
endlich, dann existierteinp O L( A ) mitl(p)=n.
Annahme: Es gilt immer I( p ) = 2n. Fur ein kirrzestes dieser Worter gilt nach
Pumping Lemma p=uvw mit1<l(v)<nunduw OL (A).Alsogibt esein
kirzeresWort asp oder | ( p) < 2n. Widerspruch zur Annahme.

Satzz  Komplementabgeschl ossenheit B
Wenn L [ X* reguldr, dannistauch L = X*\ L regulér.

Beweis: Ist L reguldr, so existiert ein Automat A mtL=L(A) und_p 0 L gdw.
f(p, zg)UF. Damit existiert ein Automat A = (X, Z, f, zg, Z\F) mit L( A ) = X*\L.

Satz.  Schnittabgeschlossenheit
WennlLq, Lo O X* regulér, dannistauch L1 n Lo regulér.
Beweis: ZulL; existiert ein endlicher Automat Aj = ( X, Zj, fj, zgj, Fj ) mit Lj =L (Aj).
Dann akzeptiert der Automat A = (X, (21 xZp),f, zg, F) mitzg=(2zp1, 202 ),
F=F1x Fp, (X, (21, 29)) = (f1(X, 27), f2o(x, zp)) dieSprache L (A)=L1 n Lo.

Satz.  Substitutionsabgeschl ossenheit
S LOX* , Ly OY* firjedes xOX und  h:X - 2Y" mit h(x)=Ly,
h(L) = Uh(p), h(e)={¢e} ,h(px)=h(p) L h(x).

pOL

WennL , Ly regulér fur allex O X, dannistauch h (L) regulér.

Bewels: Fur beliebigeLj O X* und pj O X* qilt:h(Lq1 0O L2)=h(L1)0 h(Lp),
h(Lye Lp)=h(Lg) ° h(L2), h(Lg*)=h(Lg)* ,h(p1p2)=h(py) L h(p).
Aus Ly regulér folgt h (p) reguldr und mit Kleeneschen Operationen auch h (L)
regulér.
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1. Endliche Automaten

Satzz Homomorphieabgeschlossenheit
Esse h: X* - Y* mit hXx) OY* fur ale x 0 X (Homomorphismus bzgl.
Verkettung) und h"1( L) ={ p|h(p) O L}. Wenn L reguldr, dann ist auch h"1( L)
regular.

Beweis: Es existiert ein endlicher Automat A = (Y, Z, f, zo, F) mit L ( A ) = L. Wir
konstruieren den Automaten A = ( X, Z, f, zg, F) mit f(x, 2) = f(h(X), 2).
Es ist zu zeigen: f (p, zg) = f(h( p ), zg) fur beliebige p O X* , dh.
L(A)=h1(L(A)) =hL(L) bzw. pOL(A) gdw. h(p) OL gdw. p O h-1(L).

Beispiel: Y={ab},X={abrc},hi(a)=a,hy(b)=ba,hy(c)=a.Dann ergibt
schhyl({a ba |n> 1})na bec ={a bcdl|n=1}.
Mit ho (a) =0 hy(b)=1,hy(c) =1 egibt sich weiter
hy ({@bc™l|n=1})={0"1"|n=1}. Wenn{a'ba |n>1} regulér,
dann wéreauch hy (hyl({aba|n=1})n a bcr)={0N1N|n=>1}
regulér.
Widerspruch zum Pumping-Lemma, alsoist{ dlbcN|n>1} nicht regular.

Satz.  Quotientenabgeschl ossenheit
Sei R0 X* reguldr,dannist R/L ={ p|existiert g L mit pgq R} (Quotient von R
nach L ) fur beliebigeL O X* regulér.

Beweis: Wen R von A = ( X, Z f, zg, F ) dakzeptiert wird, dann
wird R/ L von dem Automaten A" = (X, Z,f, zg, F) mitF ={ z/z O Z und es
exisietq O L mitf (q,z) OF} O Z akzeptiert.

Die Konstruktion ist nicht effektiv, dagq 0 L u.U. nicht entscheidbar ist.

Beispid: @)R=0*1*,L={0N1N|n>1} , R/L =O*
b)R=10*1 ,L=0*1* , R/L = 10*

Definition: Agquivalenz von Automaten und Zustanden

a) Zusténde zj 00 Zj der Automaten Aj = ( X, Y, Z;, fj, gj ) heil3en dquivalent
(z1~22),wenn g1 (p,z1)=9g2(p z2) furalep O X* .

b) Initiale Automaten Aj = ( X, Y, Zj, zj, fj, gj ) heilen &quivalent (A1 ~ A»2),
wenn z1 ~ 2.

c) Automaten Aj = ( X, Zj, fj, zj, Fj ) heien (sprach-)aquivalent (A1 ~L A9),
wenn L (A1)=L (A2).

d) Zusténde z; U Zj der Automaten Aj = ( X, Zj, fj, zgj, Fj ) heilen
(leistungs-)aquivalent (z1~.z2), wenn L (A7) =L (A"2) mit
A'i=(X, Zi. 1, 7, F).
(L(A"j)=Laj (z) wirdasLeistung von zj bzgl. Aj bezeichnet. )
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1. Endliche Automaten

Satzz Bestimmung dquivalenter Zustande

Fur die Zustande z; U Z; der endliche Automaten Aj = (X, Y, Zj, fj, gj) gilt:

a) Auszq ~zp folgt f1(p, z1) ~ f2(p, zp) fur dlep O X*

b) Wenn esein n > 0 gibt, so da3 fur alle p O X* mit I(p) = ngilt:
91(p. z1) = g2(p, z2) und f1(p, z1) ~ f2(p, 22), danniist z1 ~ zp.

c) Fur Zusténde z1, zp U Z des endlichen Automaten A=(X, Y, Z, f, g) mit
|Z|=n>0 gilt: z1 ~z» genau dann, wenn g(p, z1) = g(p,zp) fur alep O xn-1

Bemerkung: Fur n=1folgt ausa) und b): z1 ~ z genau dann, wenn fur alle x 0X:
91(x, z1) = 92(x, z2) und f1(x, z1) ~ f2(x, z2)

Beweis: @) Aus g1(pa, z1) = 92(pq, z2) fur alle pglX* folgt: g1(a, f1(p.z1)) = g2(a, f2(p, z2))

far ale g OX*.

b) Fur dlep, g OX* mitl(pg) = nist
91(pa, 1) = 91(P, 1) 91(a, f1(P, 21)) = g2(P, 22) g2(ai f2(p, 22)) = g2(Pq, 22).
¢) Konstruktion der Klassen aquivaenter Zustande (Aquivalenzklassen):
Gegeben sai der endliche deterministische Automat A = (X, Y, Z, f, g) mit |Z| > 1.
Wir bilden die Relationen ~j Uber Z nach der Vorschrift:
z1 ~1 Z2 genau dann, wenn g(X, z1) = 9(X, zp) fur alex OX,
Z1 ~j+1 Z2 genau dann, wenn z1 ~j zp und f(x, z1) ~j f(x, zp) fur allex OX.
Damit konstuieren wir die Folge von Zerlegungen Zj = (K!, ... ,Klpj) Uber Z mit

. . . n .
KijOz KijnKij =0 for j#lund UK, =2Z.

j=1

Behauptung: 1) ~i sind Aquivalenzrelationen tiber Z (Z = Z / ~j Restklassensystem von Z

nach ~j")

2) 21 ~j z2 genau dann, wenn g(p, z1) = g(p, zp) fur ale plIX* der Lange < 1.
3) nj < nj+1 d.h. Zj4+1 Verfeinerung von Zj (nj Index von ~j).

4) AusZj=Zj4q folgt Zj = Zjik fur alek = 1.

5 Min{i|Zj=2Zj+1} <|Z|-1 (Verfahren bricht ab.)

6) Auszq —-1 z2 fur |Z| =nfolgt zq ~ z».

r47) 73 24 z5 Zg

Beispid:
|20 741
0 74,0 z9,1
1 71,1 z3,0

entsteht die Zerlegungsfolge

74,1 z5,1 20,0 z6,0 z5,1
z3,0 22,1 22,1 23,1 z,0

Z1={{z0,24.25},{ 21,22, 26}, { 23} } ,
Zp={{z0.24}.{z1.22.26},{ z3}.{ z5} } ,
Z3={{z0,24},{z1,22},{z3} . {25}, {26} },
Zp=13,

und demnach die Zustandséquivalenzen zg ~ z4 und z1 ~ zo .
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1. Endliche Automaten

Bemerkung: &) Fur den Automaten A = ( X, Z, f, zg, F) ohne Ausgabe mit |Z| = n> 1 wird
als Ausgangszerlegung Z1={ F,Z\F} genommen.
Danngilt z1 ~ z» genau dann, wenn z1 ~n-1 22.

b) Zur Konstruktion der Aquivalenzklassen wird haufig  ein
Ausschlul3verfahren verwendet, indem digenigen Zustandspaare bestimmt
werden, die nicht in der Relation ~i  stehen. Fir den im Beispiel gegebenen
Automaten entsteht damit die nachfolgende Tabelle, wobel die Zahlen

dieBeziehung # . fur dasjeweilskleinstei und* die Aquivalenz fir
die entsprechenden Zustandspaare angeben.

70 71 v4p) 73 24 75
z1 1

y4p) 1 *

z3 1 1 1

z4 * 1 1 1

z5 2 1 1 1 2

Z6 1 3 3 1 1 1

c) Fur initiale endliche Automaten A = ( X, Z,f,zg, F) s p ~aA q genau
dann, wenn f (p,zg)=f(0q,zg) .
Ausp ~p q folgtfuraleudX*: pu ~a qu (Rechtsinvarianz).
[p] ={d]lp~a g} sindAquivalenzklassen bzgl. ~p .Se L= [p]
und A=(X,2Zf,zg F) mitzg=[¢€], Z={[p]|p0OX},
F={[pllpOL},f(x,[P])=[px],dannistL =L (A).

Satz.  Entscheidbarkeit der Sprachaquivalenz
Die Aquivalenzrelation ~_ ist fir endliche Automaten entscheidbar.

Beweis: Die von den endlichen Automaten Aj = ( X, Zj, fj, zj, Fj ) akzeptierten Sprachen
L ( Aj ) sind reguldr und damit nach friheren Sdtzen auch die Sprachen
L'(Aj)=X/L(Aj), L(AY = (L (A1) n L(A2))O(L(A1) nL(A2)).
Es existiert demnach ein  endlicher Automat Az mit L = L ( A3z ).
Weiter gilt pO L (A3) genau dann, wenn pOL (Aj)und pDL(Aj)fUri Z]
und i,j=12 ,dh,L(A1)# L(A2).

Damit ist A1 ~. A2 ,dh., L(A1)=L (A2) genaudann, wenn L (A3)=0.
Diese Eigenschaft ist aber fir endliche Automaten nach friiherem Satz entscheidbar.

Satz. Index von Aquivalenzrelationen regul&rer Sprachen
FurL O X* sai p RL g genaudann, wenn fur alleu 0 X* : pu 0L gdw. qu O L.
Die Anzahl der Aquivalenzklassen des Restklassensystems X \ R heif}t der Index von
RL.
L ist genau dann reguldr, wenn der Index von R|_ endlich.
Beweis: &) ZuL regulér existiert ein endlicher Automat A = ( X, Z, f, zg, F) mit L(A) =L.
Entsprechend der Bemerkung c) fir initiale Automaten kann Z = X* | ~a und
F={[p] |[p] OL} mit [p] =Aquivaenzklassevon ~p ,inder pliegt,
dh.L={[p] | f(p.20)OF}.
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1. Endliche Automaten

Aus[p] O X*|~A folgt[ p] OX* |~L , denn wegen Rechtsinvarianz von
~Agilt puL gdw. quOL furaleud X* unddamit p R Q.
Alsoist ~A eineVerfeinerung von R und der Index von R|_ endlich.

b) Wenn der Index von Ry endlich ist, dann ist der oben angegebene Automat A
mit zg=[¢€], f(x,[p]) =[px] (unabhéngigvon der Wahl vonp aus[ p])
endlichund wegenf (p,[€])=[p] furadlepOX* gilt L=L(A).List
demnach regulér.

Beispiel: Fir L =0*10* und A nach Tabelle

|z zz 7z 72z oz 75
0 z1 ZQ Z4 Z4 Z4 z5
1 z2 z3 z5 z5 z5 z5

mit F ={ zp, z3, z4 } entstehen as Klassen von ~p die durch folgende Terme
beschriebenen Wortmengen:
(00)*, (00)*0, (00)*1, (00)*01, 0*100, 0*10*1(0+1)*.
R besitzt die Klassen 0*, 0*10*, 0*10* 1(0+1)*.
Alsowird L durch (00)* 1+ (00)*01 + 0*100* beschrieben.

Definition: Reduzierter Automat
a) Ein Automat A = ( X, Y, Z, f, g) heild reduziert , wenn fir alle zj 0 Z
aus z1 ~zp folgt z1=12zp,dh., Zusténde von A sind paarweise indquivalent.

b) Der Automat AR heil3t Reduzierter vom Automaten A, wenn AR reduziert
und zu A &guivaent ist.

Bemerkung: Nichtinitiale Automaten sind genau dann aquivalent, wenn sich ihre Zustéande so
aufeinander abbilden lassen, dal3 jeder Zustand zu seinem Bild &quivalent ist.

Satz. Existenz und Eigenschaft von Reduzierten
a) Zujedem Automaten gibt es einen Reduzierten

b) Alle Reduzierten eines endlichen Automaten besitzen die gleiche Anzahl von
Zustanden.

Beweis: @) ZUA = (X, Y, Z,f,g) konstruierenwir AR = (X, Y, ZR, fR, OR ) Mt ZR =2 | ~
(Restklassensystem von Z nach ~ ), fR(x, [z])=[f (X z) ] und
OR (X, [z])=9(x,2z). (DieDefinition von fr und gR ist unabhangig von der
Auswahl der Reprasentanten aus den Aquivalenzklassen[ z] von z.)
Die Automaten A und AR sind aquivalent, da z~[ z] furalezOZ.
ARistreduziert ,daaus[z] ~ [Z2'] folgt [z]=[Z"] fir dlez,Z OZ.

b) Wenn AR und AR" Reduzierte von A sind , dann gilt AR ~ A ~ AR . Wére
IZRl < |ZR| , dann mufdten verschiedene Zusténde z, z° [ ZR existieren, die zu
einem Zustand von AR aquivalent und damit auch untereinander aquivalent sind.
AR wére demnach nicht reduziert.
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1. Endliche Automaten

Folgerung: Minimalautomat

In der Klasse dler zu einem endlichen Automaten aquivalenten Automaten gibt
es bis auf (Zustands)-Isomorphie genau einen Automaten(Minimalautomat), der
reduziert ist und unter allen Automaten dieser Klasse die kleinste Anzahl von
Zustanden besitzt.

Beispie: Zum Automaten aus dem vorrangegangenen Beispiel (Bestimmung auqivalenter
Zusténde) entsteht der Minimalautomat mit nachfolgender Tabelle.

|zg 2] z3 z5 26
0 20,0 z0, 1 zg5, 1 zg',0 z5',1
1 z1,1 23,0 z1,1 z1' 1 z3,1

Dabei entsprechen den Zustanden die Aquival enzklassen:

zo0=[z0]={20.24},
z1=[z1]={z1.22},
z3'=[2z3]={ z3},
z5'=[z5]={ z5} und
z6=[z6]={z6} .

Bemerkung: a) Die Konstruktion des Minimaautomaten kann analog auch fur Automaten
A = (X, Z f, zg, F) angewendet werden. Bei der Bestimmung der
Aquivalenzklassen [ z ] wird von der Anfangszerlegung ( F, Z\F )
ausgegangen. Fir initiale Automaten sind nur digjenigen Aquivalenzklassen
as Zustande des Minimalautomaten von Interesse, die vom Anfangszustand
zp aus ereichbare Zustande enthalten. Fir endliche Automaten ist diese
Eigenschaft entscheidbar und der zu A gehorige Minimalautomat A'= ( X,
Z' ', zg, F)ist bestimmt durch Z'={ [ z] | z erreichbar von zp} ,zg'=[ zg ],
F={[z] |[z]OZ undzOF} und " (x,[2z])=[f(x,2)], wobe die
Festlegung von f* unabhangig von der Auswahl des Reprasentanten z aus|[ z |
ist und wegen f'(p, [z9g] ) =[f(p zg) ] fur adle p O X* auch
L(A)=L(A").

b) Die Aquivalenz von endlichen Automaten kann durch den Vergleich der den
Automaten zugeordneten Minimaautomaten Uberprift werden. Die
Automaten sind &quivalent, wenn es eine e neindeutige Zuordnung zwischen
aguivaenten Zustdnden der Minimaautomaten gibt, d.h., die Minimal-
automaten zustandsisomorph sind, sich aso nur in der Bezeichnung ihrer
Zustande unterscheiden.
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1.4 Spezielle Automaten und Anwendungen

Definition: Moore - Automat
Eine Struktur A = ( X, Y, Z, f, h) heil%t ein deterministischer Moore-Automat,
wenn X, Y, Z nichtleere abzahlbare Mengen und f bzw. h Funktionen aus X x Z
bzw. ZinZ bzw.Y sind.

Bezeichnung: h heif3t Markierungsfunktion und h ( z ) 0 Y Markierung von Z. Die nach
bisheriger Definition eingefthrten Automaten werden auch Mealy-Automaten
genannt.

Bemerkung: Moore-Automaten kénnen als spezielle Mealy-Automaten aufgefaldt werden, bei
denen Uberall dort, wo derselbe Folgezustand angenommen wird, auch dieselbe
Ausgabe erscheint. Die Ausgabe kénnte auch in Abhangigkeit vom Vorzustand
festgelegt werden. Endliche Moore-Automaten sind als Transitionsdiagramme
(Moore-Diagramme) oder Tabellen darstellbar.

Definition: Moore-Diagramm
Ga = (Z,K, h) hei3t Moore-Diagramm ( Moore-Graph ) des endlichen Moore-
Automaten A=(X,Y,Z f,h),wenK={(zx,2)|zZ=f(x,z)} mitx OX;
z,Z UZ.

Beispiel: Dem Moore-Automat nach Tabelle

f Z0 z1 V49 z3
00 Z0 z2 20 V4p)
01 yip) z1 y4p) z1
10 yip) z1 y4p) z1
11 Z1 Z3 Z1 Z3
h 0 0 1 1

entspricht das Diagramm
01, 10

00
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Bel der Beschreibung des globalen Verhaltens eines Moore-Automaten ist das Ausgabewort
zu bestimmendurchg(€,z)=eundg(px,z)=9(p,z)h (f(px,z)).

Bei der Aquivalenz zq ~ 2z ist fur Moore-Automaten neben gleichen Ergebnisfolgen
a(p, zj ) fur allep O X* auch die gleiche Markierung h(zj) zu fordern.

Die anderen Begriffe lassen sich auf Moore-Automaten entsprechend Gbertragen.

Die Gleichwertigkeit der beiden Automatenbegriffe begriindet der folgende
Satz. Aquivalenz von ( Mealy- ) Automaten und M oore-Automaten

Zu jedem Automaten A = ( X, Y, Z, f, g) exigitiert ein &quivaenter Moore-Automat
A=(X,Y,Z,f,h).

Beweis. Konstruktion des Moore-Automaten A’
Z=Yx Z,f(x,(y,2))=(9(%,2),f(x,z)) und h'(y,z) =y furale x O X,
yOY,zOZ. Wegeng'(p,(y,z))=9g(p,z) furdlepdX*,ydyY, z0OZqgilt
(y, z) ~ z. Damit ist eine aquivalente Zuordnung der Zusténde beider Automaten
gegeben, also sind A und A” &quivalent.

Bemerkung: Tatséchlich werden natlrlich nur digjenigen Zustande (y, z) aus Z" benétigt,
wo z in A mit der Ausgabey markiert ist.

Beispiel: Zu dem Automaten , der dem Dualaddierer entspricht, entsteht als aquivalenter
Moore-Automat mit zo=(0,0), z1=(0,1), z2=(1,0), zz3=(1,1) der
Automat im vorhergehenden Beispiel.

In Erweiterung der Zugriffsmoglichkeit auf das Eingabeband fihren wir zweisetige
Automaten en nach

Definition: Zweisaitiger endlicher Automat

Eine Struktur A = ( X, Z, f, zg, F) heifd zweiseitiger deterministischer endlicher
Automat, wenn X, Z nichtleere digunkte endliche Mengen, zop O Z
(Anfangszustand), F [ Z (Endzustandsmenge) und f ene Funktion
(Uberfiihrungsfunktion) von X xZ in Zx{ R,L} ist.

Bemerkung: Die Erweiterung der Funktion f mit Hilfe der Menge { R, L } beschreibt die
Fahigkeit des Automaten das Eingabeband nach rechts (vorwarts) und nach
links (rickwarts) zu lesen. f (x,z)=(Z,R) bzw. (Z', L) bedeutet, dal3 der
Automat im Zustand z das Eingabeelement x liest , danach in den Zustand Z’
Ubergeht und auf das néchste bzw. vorhergehende Element des Eingabebandes
eingestellt wird. Das globae Verhalten eines zweisaitigen Automaten kann
durch Worter (Konfigurationen) pzq aus X* Z X* und einen Ableitungsbegriff
A} tiber diesen Wértern beschrieben werden.

Die Konfiguration pzgq besagt, dal’ auf dem Eingabeband das Wort pq O X*
steht, und der Automat im Zustand z das erste Zeichen von q liest. Wenng =¢,
dann hat der Automat das rechte Ende des Eingabebandes erreicht.
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1. Endliche Automaten

Definition: Globales Verhalten zweiseitiger Automaten

Sei A=(X,Zf,zg, F) einzweisetiger Automat, p,p,q,qOX* ,xOX

und z,Z O Z.

a) Aus dem Wort pzxq heil3t das Wort p'z'q” direkt ableitbar (in Zeichen: |-A )
genau dann, wennp'=px,q=q, f(x,z)=(Z,R) oderesgibteinx” O X
mitp=px,q=xxq,f(x,z)=(zZ,L).

b)L(A)={p|lzgp Fa* pz,zOF, pO X*} heiRtdievon A
akzeptierte Sprache.

Bemerkung: Das linke Ende des Eingabebandes kann nicht Uberlesen werden. Fur das Wort pz
£ ist keine Ableitung definiert. fa* bezeichnet die transitive Hille von | . Ein
Wort p wird von A genau dann akzeptiert, wenn A im Zustand zg das
Anfangszeichen von p liest und nach vollstandiger Eingabe von p (rechtes Ende
des Eingabebandes) einen Endzustand aus F erreicht .

Beispiel: Gegeben sai der zweiseitige Automat
A=({01},{z021.22} ,f,20,{ 0. 21, 22 } ) mit der Tabelle

f |zg z] z2
0 (z0. R) (z1, R) (z0, R)
1 (z1, R) (z2, L) (z2, L)

Im Zustand zp bewegt sich A auf dem Eingabeband solange nach rechts bis eine 1
gelesen wird. Danach geht er in den Zustand zq und liest das Eingabeband weiter
nach rechts, bis eine zweite 1 auftritt, geht in den Zustand z5 und fihrt die Operation
L aus . Er bleibt in diesem Zustand, bis nach links die erste O gelesen wird. Dann
geht er in den Zustand zg und beginnt an dieser Stelle des Eingabebandes erneut zu
lesen. Fir p = 101001 entsteht die Konfigurationsfolge zp101001, 1z101001,
10z91001, 1z»01001, 10zp1001, 101z4001, 1010z701, 10100z71, 1010z01,
10100zp1, 101001z7 . Also ist 101001 ein Wort der von akzeptierten Sprache
L ( A ). Diese Konfigurationsfolge 1&% sich auf dem Eingabeband wie folgt

darstellen.
L ¢+ [ o [ 1 | o | o | 1 |
Q0 - 71 - Z]
e
Z - ZO—» Zl—» Zl—> Zl
&

Bemerkung: Folgen von Zustanden, die beim Uberschreiten einer Stelle im Eingabewort
angenommen werden, sollen Kreuzungsfolgen heilfen. Im vorhergehenden
Beispiel sind die Folgen zg; z1 und z1, zp, g solche Kreuzungsfolgen.
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Fur Kreuzungsfolgen gelten folgende Eigenschaften:

a) Wenn p von A akzeptiert wird, kann in keiner Kreuzungsfolge in der Ableitung fir p
ein Zustand mehrfach mit derselben Durchlaufrichtung auftreten, da sonst Zyklen
entstehen und das Ende von p nicht erreicht wird. Bel n Zustdnden kénnen demnach nur
Kreuzungsfolgen bis zur Lange 2n entstehen.

b) Das erste Uberschreiten einer Wortstelle muB nach rechts erfolgen. Weitere
Uberschreitungen geschehen in alternierenden Richtungen. Beim Annehmen des i-ten
Zustandes einer Kreuzungsfolge wird eine Wortstelle nach rechts bzw. nach links
Uberschritten, wenn i ungerade bzw. gerade ist. Wenn p akzeptiert wird, haben ale in
der Ableitung fir p auftretenden Kreuzungsfolgen ungerade Lange.

Satz: Aquivalenz ein- und zweiseitiger endlicher Automaten
Zu jedem zweiseitigen endlichen Automaten A gibt es einen &quivalenten einseitigen
endlichen Automaten A” ,d.h. L (A) ist reguldr und esgilt L(A)=L(A").

Beispiel: Zu dem im vorherigen Beispid angegebenen zweiseitigen Automaten entsteht der
nichtdeterministische Automat mit dem Transitionsdiagramm und den Endzusténden
zp, z1, wenn nur die von zg aus erreichbaren Kreuzungsfolgen als Zustéande
berticksichtigt werden. L (A ) =0* + (0*1) (0+01)* =L (A") = Menge dler
Worter, ohne 11 als Teilfolge.

0 0

O

Endliche Automaten und regulére Mengen bzw. Ausdriicke werden bel vielen praktischen
Problemen als Beschreibungs- oder Darstellungsmittel eingesetzt. Bei der lexikalischen
Analyse von Programmen einer Programmiersprache z.B. konnen Automaten als Akzeptoren
der durch regulére Ausdrticke beschriebenen Nichtterminale eingesetzt werden. Die Verfahren
zur Automatensynthese sind dabei in Generatoren als Compilermodule implementiert. In
ahnlicher Weise werden Automaten in Texteditoren zur Erkennung von Zeichenketten
verwendet.

Endliche Automaten dienen auch a's Beschreibungsmittel fur Schaltwerke. Hier wird die bei
geeigneter Kodierung der Automatenalphabete bestehenden Beziehungen zu Booleschen
Algebren ausgenutzt. Dazu fihren wir ein

Definition: Bindrkodierung

a) Jede injektive Abbildung ®p4 von einer endlichen Menge M in die Menge
{0,121} (M) mit 1 (M)=logy |M | heif}t eine Binarkodierung von M.

Bemerkung: - ®pj(m) O{ 0, 1} (M) wird als Kodewort vom m 0 M

bezeichnet.
- Die Lange der Kodewdrter ist abhéngig von der Elementeanzahl
von M.
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1. Endliche Automaten

- Zur Kodierung einer n-elementigen Menge M sind Kodeworter der
Lange | = kleinste ganze Zahl grof3er-gleich logo n erforderlich.

n-1
Dabei sind ﬂ (2' =Kk) verschiedene Kodierungen moglich.
=0

b) Die Abbildung ® = ( ®x, @y, @7 ) heifdt Bindrkodierung des Automaten
A=(XY,Zf g) wenndx bzw. dy bzw. d7 Bindrkodierungen der
Mengen X bzw. Y bzw. Z sind.

Mit Hilfe einer Bindrkodierung @ konnen die Funktionen f und g des Automaten A durch
I(Y) +1(Z) Boolesche Funktionen f (s k <I(Z))undgj (1 <j<1(Y)) wiefolgt
beschrieben werden :

fk (Px(x), ®z(2)) =Pz (f(x,2) )k
gj (Px(x), @z(z))=®y (9(x,2))j,

wo dz(f (x, z))k bzw. ®y(g (X, 2))j diek-te bzw. j -te Stelle im Kodewort von f (x, z)
bzw. g ( X, z ) bezeichnet. Die Bindrkodierung ® induziert einen Isomorphismus zwischen
dem Automaten A und der Booleschen Struktur ({ 0,1}, f1, ... fi(z), 91, .. 9I(Y)) -

Werden weiter den Stellen der Kodeworter ®x( x ) bzw. ®dy(y ) bzw. ®z( z ) die
Aussagenvariablen g bzw. I bzw. px  zugeordnet, dann konnen wir die Funktionen fi bzw.
gj durch die aussagenlogischen Formeln By bzw. Cj reprasentieren, die bei den den
Kodewdrtern entsprechenden V ariablenbel egungen genau dann den Wert 1 (wahr) annehmen,
wenn die k-te bzw. j-te Stelleim Kodewort fur f (X, z) bzw. g (X, z) den Wert 1 hat. Jedem
Kodewort f (x) bzw. f(z) entspricht dann eine Elementarkonjunktion E¢ (X) in den
Variablen g bzw. Eg( z ) in den Variablen pg , die genau bel der dem Kodewort
zugeordneten Variablenbel egung den Wert 1 annimmt. Damit ergeben sich die Formeln

Bk (e p) = [] Ep (X)*Ep(2),
Dz(f(x,z))k=1

G (ep) = L Eo(x)-Ep(2),
Py(g(x2))j=1

wobei e bzw. p dieVariablentupel g bzw. pk bezeichnen.
Wenn das Anweisungszeichen : = ene Zuordung mit Taktverzogerung bezeichnet, dann
kann bei der gegebenen Kodierung ® der Automat durch das Awel sungssystem

Pk = Bk(ep) (1=sk=<l(Z))

rj =G (ep) (1<j <I(Y))
beschrieben werden.
Die Formeln Bk und Ci sind jetzt unter Benutzung geeigneter Schaltelemente ( Gatter )
durch Schaltnetze zu redisieren. Unter Verwendung von Verzogerungsleitungen um einen
Takt (Speicher) ist damit der Automat durch ein Schaltwerk ( etwa nach dem Modell von
Huffmann ) in der folgenden Weise beschreibbar:
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-
<«

Verzégerungsleitung

Beispiel: Zum Automaten nach gegebener Tafel bzw. Transitionsdiagramm

(f, ) | zg z] z2 23
X0 (2o, Y0) (2o, Y0) (22, Y0) (22, Y0)
X1 (z3. Y1) (z2,y1) (21, Y0) (20, YO)
0 1
Z0 Z3
1
0 0
1
Z1 Zo
1 0

und der Kodierung @ mit ®x(xg) =0, Px(x1) =1, Py(yp) =0, Py(y1p =1, ®z(zg) = 00,
®z(z1) =01, ®z(z0) =10, d7(z3) =11

erhalten wir die Booleschen Funktionen f1, f2 und g1 mit folgenden Wertetabellen:

e P pp Ify fp r Je p; pp |fg fo
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0
Als Formeln entstehen
B1=(epl p2) U (eplp2) O(e pl p2) O(e pl p2) = (e pl) O (e pl)
Bo=(e pL p2) O(epl p2) = (e p2)
C=(e pl p2) O(e pLp2) = (e pL)
(= Zeichen fur Gleichwertigkeit)
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Der Automat kann also durch das Anweisungssystem

pl:= (e pl) O(e pl)
rl:=(e pl)

beschrieben werden. p; ist entbehrlich, dar; und f1 nur von p; abhéngig sind.
Das entsprechende Schaltwerk mit den Gattern & fir die Konjunktion bzw. [ fir die

Alternative bzw. — fir die Taktverzégerung (punktierte Eingange bedeuten Negation) ergibt
sich dann zu:

&
R
V —1+*—4 & [—o:
&
e0—a
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2.1 Semiotische Grundbegriffe

Formale Sprachen sind Mengen von Zeichenketten (Wérter) Uber endlichen Mengen von
Grundzeichen (Alphabete). Durch Verkettung von Wortern bzw. Wortmengen (Sprachen)
kénnen neue Worter bzw. Wortmengen (Sprachen) erzeugt werden. Diese Verkettung L ist
eine assoziative Operation und die Menge aler Worter Gber einer bestimmten Grundmenge
bildet zusammen mit dieser vollstandigen bindren Operation eine Halbgruppe. AulRerdem
hatten wir das leere Worte (Zeichenkette der Lange 0) as neutraes Element eingefihrt.
Damit bildet die Menge aller Worter mit der Verkettung als Operation und dem leeren Wort
als Einselement ein Monoid.

Wie bei bindren Operationen Ublich, lassen sich Potenzen wie folgt erkléren: Fir jedes Wort p
desMonoidssei p°=¢ und p"*t1=pn L p (nnat. Zahl). Die so eingefilhrten Potenzen sind
vollstandige unére Operationen auf der Menge aler Worter.

Analog lassen sich mit Hilfe der auf Wortmengen (Sprachen) L1 und Lo erweiterten
Verkettung L1L Lo ={ plq | pOLq1 und q 0L} Potenzen von Sprachen L einfuhren
nach: L°={ e} und LM*1=LNL L fir beliebige natiirliche Zahlen n.

Wegen der Assoziativitéat der Verkettung gelten fur Wort- und Sprachpotenzen die tblichen
Potenzgesetze: pn | pm = pn+m ’ (pn )m = pn'm und LPLLM = Ln+m , (Ln )m =pLhm.

Fir jede Sprache L wird ein Komplexprodukt (SternvonL) L* = U L eingefuhrt.

n=0

Neben dem Stern wird haufigauch L™ = (L' mit L = L 0{€} benutzt.

nx1

Fur die Sternbildung gelten die Hulleneigenschaften, d.h., esgilt :

L OL* (Einbettung),
ausL1 0Ly folgt L, O L, (Monotonie) und

(L*)" = L* (Abgeschlossenheit)

auRerdem ist L* stabil, dh. L* U L* = L* und damit die Verkettung auf L* eine
vollsténdige Operation.

L™ bildet also bzgl. dieser Verkettung ein Monoid, das {€} = L° als Einselement besitzt. Man
bezeichnet L* al's das von L erzeugte Monoid.

Definition: Freies Monoid

Ein Monoid (M, L, €) mit der Trégermenge M, der assoziativen Verkettungsoperation L und
dem Einselement € heif¥ frei, wenn eine nichtleere Teilmenge B 0 M \ {€} von M exigtiert
und es zu jedem von € verschiedenen Wort p [ M genau einenat. Zahl n > 1 und ein Tupel
(b1, b, ..., byy) von Elementen aus B gibt, so dal3 gilt: p=bqL by ...Lbp.

B heil3t die Basis (Erzeugendensystem) des Monoids und das Monoid erzeugbar durch B, d.h.
M = B*. Wenn B endlich, so heif} das Monoid endlich erzeugbar.

Kunftig gehen wir von einer Basis B (Alphabet) als endliche Menge von Grundzeichen aus
und bezeichnen das daraus erzeugte Monoid bei der eingefiihrten Verkettung durch B*
(Wortmenge Uber B). Zu jedem Monoidelement (Wort) p gibt es genau eine nat. Zahl [(p) mit
plJ B*: die Lange von p heift und die Anzahl der Stellen in p angibt, an denen Elemente
(Buchstaben) aus B stehen. Fir alle Worter p, g aus B gilt: I(pg) = I(p) + I(q), d.h., die Lange
ist additiv.
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Uber freie Monoide (B* L, €) mit der Basis B gilt der
Satzz @) Aus n# m folgt B" " B™ = [ firalenat. Zahlenn, m>0;
b) B ist dieeinzige Basisvon (B* ,L,¢):
) px# €, yg# €, und aus px = qy folgt p=qund x =y firr allex, y [1B und p,q L1 B* .

(Das Einselement € ist nicht erzeugbar. Aus der Eigenschaft ¢) kann umgekehrt die
Freiheit des Monoids geschlossen werden.)

Unter einem Homomor phismus vom Monoid (M, L ) auf das Monoid ( N,[) versteht man eine
operationstreue Abbildung @ von M auf N mit o (p L q) = (p) L (q) fur ale p, g aus M.
Dabei wird dem Einselement aus M das Einselement aus N zugeordnet. Wenn die Abbildung
@ eneindeutig ist, dann spricht man von einem | somor phismus.

Satzz DasMonoid (M,L) ist frel Gber B genau dann, wenn fir jedes Monoid (N, () und jede
(eindeutige) Abbildung @ von B in N en (eindeutig bestimmter) Homomorphismus

® von (M,L) auf (N,[) existiert, mit ® (b, ... by) = & (by) ... (byy) fir dlen =1
und bj ausB.

(Cb hei (3t homomorphe Fortsetzung von @, die im Existenzfall eindeutig bestimmt ist
und firr die ® /B = o gilt.)
Definition: Teilwort (Infix), Anfangswort (Prafix), Endwort (Postfix)

Sei B* die Wortmenge tiber B und p,q Elemente aus B* .
a) p heit Teilwort von q genau dann, wenn Wérter uv aus B* mit g=upv

existieren.

b) p heit Anfangswort von g genau dann, wenn ein Wort v aus B* mit g=pv
existiert.

¢) p heit Endwort von g genau dann, wenn ein Wort u aus B* mit g=up
existiert.

(Wenn p, g#¢€ und p£qg , dann spricht man von einem echten Teil- bzw.
Anfangs- bzw. Endwort.)

Fur das Arbeiten mit Wortern bzw. Sprachen betrachten wir weiter die einstellige Operation
Einsetzung und die vierstellige Relation Ersetzung.

Definition: Einsetzung, simultanes Einsetzen
a) Zu jedem Elementepaar (b,g) mit b aus B und g aus B* ist eine durch
b/q bezeichnete einstellige Operation (Einsetzung von g fur b) bestimmt:

b/g) = { p falls m=0 oder p=¢
p(b/g) = UgQu4g ... um falls p=ugbuqb...um, uj (B\b)* und m>0.

(Das Ergebnis ist eindeutig, da die Zerlegung ugbu4b ... um von p eindeutig ist, und wird al's
das durch Einsetzen von q fur b in p entstandene Wort bezeichnet.)
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b) Zu jedem Tupel von Elementepaaren (bj, gj) mit bj aus B und g;j aus B*
ist eine durch bq/gqy .. bp/dn bezeichnete einstellige Operation
(simultane Einsetzung von g fur bj) bestimmit:
_ p fallsm=0 oder p=¢
p(by/ay ... by/ap) = { UgGj UG -.- um falls p= ugbj uybj ...um, m>0,

1<ijimsn und
uj J (B bq,....on})*.

(Anaog zu a), ist das Ergebnis wieder eindeutig und wird als das durch simultanes Einsetzen
von gj fur bj in p entstandene Wort bezeichnet.)

Beispiel: Mit dem Alphabet B={x,y,z,(,),+,*} und dem Wort p=((x+y)*z) entsteht durch
simultanes Einsetzen von x/x*z), vVy/(y*z, *lg, zle das Wort ((x*2)+(y*2)),
Die Folge (einfacher) Einsetzungen liefert dagegen das Wort ((X)+(y)).

Bemerkung: Simultane Einsetzungen kdnnen nach Umbenennung der Elemente von B, fur die
eingesetzt wird, durch Folgen einfacherer Einsetzungen erzeugt werden.
Im obigen Beispid entsteht nach Umbenennung von x bzw. y bzw. * bzw. zin a
bzw. b bzw. L bzw. ¢ aus ((atb)Lc) durch die Folge von Einsetzungen
al x*z), bl(y*z, L /e und c¢/e wieder das Wort ((x* z)+(y* 2)).

Definition: Ersetzung
Die Woérter p, u, v, q aus B® stehen in der Relation Ers (Ersetzung; in
Zeichen : Ers(p,u,v,q)) genau dann, wenn eine nat. Zahl n und Zerlegungen
P = PoPq --- Pon UNd g = qgdy -.- Gon existieren, so dald pyj = gyj fur alei>=0
und fals n>0 st poj-gy = U G-y = Vv fur adle ix1l

(D.h., aus p entsteht g, wenn an keiner oder an beliebigen Stellen, an denen
in p das Teilwort u vorkommt, dieses dort durch v "ersetzt" wird.)

Beispiel: Fur B={a,b,c,d}, p=abcdcbd, u=bcb und v=bd gilt Ers(p,u,v,abcbdd) mit p=abcud
und Ers(p,u,v,abdcbd) mit p=auchd.

Bemerkung: Wie im Beispidl zu sehen, handelt es sich bei der Ersetzung um eine Relation,
da das Wort q durch uVv,p  nicht endeutig bestimmt wird.
Offensichtlich gilt immer:  Ers(p,u,v,p); Ers(p,p,v,v); Ers(p,u,u,p).

Haufig wird eine weitere als Spiegelung p™ bezeichnete einstellige Operation fir Worter p
benutzt, die durch €* = ¢ und (po)* = qg'p? fir ale qOB und pOB*definiert ist.
Diese Operation besitzt offensichtlich die Eigenschaften (p) =I(p™) (langentreu), (pY)* = p
(involutorisch) und (pg)™ = g™p™* (antihomomorph bzgl. Verkettung) fir ale p,qI1B”.
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2.2 Regelgrammatiken und Chomsky-Klassifikation

Zur Beschreibung formaler Sprachen as Teilmengen der Wortmenge liber einem gegebenen

Alphabet werden Regel systeme verwendet, durch die die Erzeugung von Wortern der Sprache

ermdglicht wird. Bei diesem Definitionsprinzip wird von algebraischen Strukturen der Form

(A,R) mit einer nichtleeren abzahlbaren (endlichen) Menge A und einer zweistelligen

Relation R tber A* ausgegangen, die Semi-Thue Systeme genannt werden. Dafir wird ein

Ableitungsbegriff wie folgt engefihrt:

- Bezeichnen p,q Worter aus A™, dann heifdt g direkt ableitbar aus p (in Zeichen: p - ), wenn
ein Wortpaar (Regel) r=(u,v) aus R und Worter p,, p, aus A* existieren, so dal3 p=p,up, und
Q=P:VPe-

- q heify ableitbar aus p, wenn pl g wobel [ die reflexiv, transitive Hille von -
bezeichnet.

- Jeder Teilmenge P von A* kann damit eine as Ableitungsmenge bezeichnete Menge
Abl(P)={ q|p O gq O pOP} OA* zugeordnet werden.

Diese Operation fur Teilmengen P, Q von A ist offenbar eine Hullenoperation mit den
Eigenschaften POJADI(P), aus POQ folgt Abl(P) O Abl(Q) und Abl( Abl(P)) O Abl(P).

Zur Erzeugung formaler Sprachen fiihren wir nach Chomsky den Grammatikbegriff ein.

Definition a): (Regel-)Grammatik

Eine a gebraische Struktur G=(M, A, R, S) heif3 eine Grammatik tber A, wenn
- M, A nichtleere digunkte endliche Mengen,

- ROZ*xZ" endlich mit Z=M v A und

- Stm.

Bezeichnungen: M heil3t die Menge der Metazeichen (Variable, Nichtterminale), A heild die
Menge der Alphabetzeichen (Konstante, Terminale), R heildt die Regelmenge
und ihre Elemente (u,v) Regeln (Produktionen) und S wird Sartsymbol
(Axiom) genannt. Statt (u,v) werden die Regeln auch in der Form u- v
geschrieben. Falls keine Verwechslungen mit Mengenbezeichnungen zu
beflrchten sind, sollen Metazeichen durch Grof3buchstaben gekennzeichnet
werden.

Unter Verwendung des oben angegebenen Ableitungsbegriffs erzeugen wir mit Hilfe der
Grammatik eine formale Sprache nach

Definition b): (Regel-)Sprache

Die Menge L(G)=Abl({S}) N A* ={p|pA* und S p} heilt die von der Grammatik G
er zeugte Sprache.

L(G) enthdlt alle mit Hilfe der Regelmenge R aus dem Startsymbol S ableitbaren Worter Uber
A. Be Vorgabe der Grammatik G ist die von ihr erzeugte Sprache eindeutig definiert.
Umgekehrt kann eine Sprache von verschiedenen Grammatiken erzeugt werden. Solche
Grammatiken nennen wir aquivalent.

Definition c): Die Grammatiken G und G' heil3en aquivalent, wenn sie die gleichen Sprachen
erzeugen: L(G)=L(G).
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Beispiel: 1. Gegeben sei  die  Grammatik  G=({S}{ab}, {(Sash),(Sab)},S).
G ezeugt die Sprache L(G)={ab" | n>1 nat.Zahl}. Die Erzeugung der
Sprache L(G) durch die Regeln von G veranschaulicht der Graph

S . aSb , aaShb 1 avlspni (Der entsprechende Nachweis

! ! ! ! ist induktiv Uber die Lange der
b ab? adb3 ahpn entsprechenden Worter zu fihren.)

(Haufig werden von der Grammatik nur die Regeln angegeben, wobel S immer
das Startsymbol bezeichnet und Regeln mit gleichen linken Seiten in der Form
U — Vq | Va...| Vi, geschrieben werden.)

2. Durch die Grammatik G mit den Regeln (1) S- LaK, (2) aK - WhbbK,
(3) aW — Whb, (4) LWb - LaB, (5) LWb - aB, (6) Bb- aB, (7) BK = K,
(8) BK - £ (g leeres Wort) wird die Sprache L(G)={&2"| n>1 nat.Zahl} erzeugt.
Wie bemerkt, kann der Beweis dieser Behauptung induktiv —gefihrt
werden, wobei die entsprechenden Induktionsschritte durch die folgenden
Graphen verdeutlicht werden. (An den Pfeilen stehen die anzuwendende
Regel und bei [1 die Lange der Ableitung.)

(D) &) (5) (6) (8)
S . LaK - LWbbK — aBbK — aaBK - aarL(G)

1 (4 L (7)
LaBbK aaK

1 (6 (9 1 @
LaaBK - Laa awWbbK

1 (1) 1 (9
LaaK WhbbbbK

1@

LawbbK — LWbbbbK -

Nur das Wort LWb*K ist weiter ableitbar. Fir LWb2'K entsteht im Induktionsschritt

der Graph:
(5) (6) (8)

LWb2'K - aBb2-1K [1 a&BK - &"[]L(G)

1 (4 -1 (7)
LaBb2™1K 2K
2-111(6) (g 1 (2
La?'BK - L& a2™~1WbbK

1 (7) 2-11(3)
LaZ'K Wh2" K

1 (@ 3)
La2-1WbbK ZjnlLWbZ””K S

In Abhangigkeit von der Gestalt der Regeln, kennzeichnete Chomsky verschiedene
Typen von Grammatiken und Sprachen.
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Definition: Chomsky-Typen
- Eine Grammatik G=(M,A,R,S) heildt Typ-i Grammatik, wenn fur ihre Regeln r=(u,v)
folgendes gilt:
a) Typ-0: Esexistiert ein mJM und Worter py, po 0 Z* mit u=pymp,0Z*MZ*und vOZ* .
b) Typ-1 monoton : Esgiltimmer 0 < I(u) < (V).
kontextabhangig : Es existiert ein m [0 M und Worter py,p, 0 M* und g O Zt mit
u=p;mp und v=p;qp,.
(Bemerkung: Haufig wird auch die Regel (S,g) zugelassen, dann aber fur ale
anderenv [ (2\S)* gefordert. Jede kontextabhangige Grammatik ist monoton.)
c) Typ-2 kontextfrei : Esgiltimmeru OMundv [ Z'.
d) Typ-3 rechtslinear : Esgiltimmeru UM undv JA VA M.
linkslinear: Es gilt immer u O M ud v O A V MA.
(Bemerkung: Grammatiken vom Typ-3 heif3en auch linear.)
- Eine formale Sprache L 0 A" heif}t Typ-i Sprache, wenn es eine sie erzeugende Typ-i
Grammatik G gibt, mit L=L(G).

(Bemerkung: Im konkreten Fall spricht man auch von monotonen, kontextabhangigen,
kontextfreien, rechtslinearen, linksinearen bzw. linearen Sprachen. Da eine Sprache von
verschiedenen Grammatiken erzeugt werden kann, ist der Typ der Sprache nicht eindeutig
festgelegt, sondern nur ihr Maximaltyp.)

Die vom Typ-0 Grammatiken erzeugten Sprachen werden auch rekursiv aufzahlbar genannt.
Sprachen vom Typ-3 heil3en auch regulér (Vergl. Kap. 1.2.).

Eigenschaften:

- Jede Grammatik vom Typ-i mit i>0 ist auch eine Typ-0 Grammatik.

- Die Grammatiken vom Typ-3 sind auch Typ-2 Grammatiken.

- Esgibt Typ-1 Grammatiken, die keine Typ-2 Grammatiken sind und umgekehrt.

- Esgibt Typ-1 bzw. Typ-2 Grammatiken die nicht vom Typ-3 sind.

- Sprachen vom Typ-i mit i > 0 sind entscheidbare Mengen, wahrend Sprachen vom -
Maximaltyp O nicht entscheidbar sein konnen.

- Alle endlichen Sprachen sind regulér.

- Es gibt Sprachen, die sowohl vom Typ-2, as auch vom Typ-1 sind.

Die Gesamtheit aller Sprachen von einem Typ-i soll im weiteren durch L; bezeichnet werden.
Beziiglich der erzeugten Sprachen interessieren lediglich die Aquivalenzklassen der
Grammatiken. Unter den Grammatiken einer Aquivalenzklasse, die die gleichen Sprachen
erzeugen, kénnen wir uns auf bestimmte Normalformen als Représentanten beziehen.

Satz. Normalformgrammatiken

Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine &quiva ente Typ-0 Grammatik, deren Regeln die Form
Xy — XZ oder Xy — zy oder X — yz oder X — aoder X - € mitx,y, z [J M und a [J A haben.

(Diese als Normalform bezei chnete Grammatik ist effektiv herstellbar. Bei der entsprechenden
Transformation bleibt Monotonie bzw. Kontextabhangigkeit bzw. Kontextfreiheit der
Grammatik erhalten.)
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Hilfssitze: a) Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine aquivalente Grammatik, deren Regeln
(u,v) die Formu [ M* haben, also Worter aus Metazeichen sind.
(Dazu werden Kopien a der Alphabetzeichen a zur Metazeichenmenge
hinzugenommen, danach in den Regeln die Alphabetzeichen durch ihre Kopien
ersetzt und zu der so entstandenen Regelmenge die Regeln (a, &) fur ale
a aus A hinzufigt. Die Regeln der so entstehenden aquivalenten Grammatik
besitzen die Eigenschaft u [ M* und v [J M™ oder u U M und v [J A.
Dabel bleitben die Typen O, 1 und 2 erhalten, der Typ 3 nicht.)

b) Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine aquivalente Grammatik, deren Regeln
(u,v) dieFormu,v 1 M2oderu OMundv 0 M20M O A O {€} haben.
(Diese Form kann durch Einfihrung neuer Metazeichen und neuer Regeln
sogar in einer weiteren Speziaisierung erreicht werden.)

Satz: Jede von einem endlichen Automaten A akzeptierte Sprache L(A) kann von einer rechts-
linearen Grammatik G erzeugt werden, d.h. L(A) = L(G).

Beweis. A = (Z, X, f, 20, F) zoU0Z, F[OZ Findzustande

Annahme z,[F: Konstruktion der Grammatik G = (Z, X, R, zp) mit Regeln:

_f (Zx fals f(x,2)UF
R={ (z xf(x,2))  sonst

Man kann zeigen: f(p,2)=2" « z - pZ
LAA)OL(G) pxUL(A), f(px,z0)=Z - 2o D:L—» pz' - pxf(x,z)

f(x,Z)UF - (Z,x)UR
pxOL(G) - Zon, . PX

LG)UL(A) pxOL(G), 2o [T} px

20 I],— pz' [,- px, 2 Z
pxOL(A) < f(p,z0) =7, f(x, 2)0F

Annahme zolUF: - elL(A), L(G)=L(A)\{¢e}
Ubergang von der Grammatik Gzu G™: G:s0Z, R=R U{(s, z); (s€)}
- LA)=L(G)=L(G) U e

Beispidl:
A- G R={7, 02} {2, 10
- tz,, 12}z, 0):
{2, 024} {22, 1)
LiAy = ({019*1 U 0(103*0) = L{S)
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Satz.  Jedevon einer (rechts-)linearen Grammatik G erzeugte Sprache L(G) wird von einem
endlichen Automaten A akzeptiert.

Beweis:. G=(M, X, R, S)
K onstruktion eines nichtdeterministischen endlichen Automaten

A=(Z X, 1, [9,[e]) mt [g0Z Startzustand
[e] OZ Finalzustand

und f(e, [m]) = {[q] | (m, 9 LR} mUM; [m], [q] UZ
f(x, [xal) = {[al} xUX, qUX" X M;[d], [xq] LZ

Behauptung:

[r] Of(w, [s]) gdw. SOO - pm - pgr mit (m, gr) JR und w = pq
oderm=S und w=e

(Induktion tber Ableitungslénge)

~ WOL(A) gdw. SO0 - pm - w firmOM; pOX”

Beispid: R:{(s, Om); (m, 10m); (m, &)}; L(G) = 0(10)’
A: [5] [Om] [m] [10m]

0 [m]
1

[Om] L(A) = 0(10)'

e [Om] [€],[10m]

Bemerkung:  Nichtdeterministische endliche Automaten mit e-Ubergangen akzeptieren
dieselbe Sprachklasse wie deterministische endliche Automaten.
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Satz.  Jede durch eine rechts-lineare Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist regul&r.

Beweiss G=(M,A,R,9), M={mg,..my} ,s=m
Rk[JR Menge aler Regeln, die nur Metazeichen my, ..., mg verwenden.

Wi ={p|miO Qk . pm} OA*

X;={p|(m, p)OR} OA" endlich

~ Wijo={p|(m;, pm) UR} endlich und

Wijk-1 J Wik = Wijke1 0 Wikier L W idger L Wigier und

Win={p|mi o pm}

Darausfolgt Wijo reguldr; X; regulér; und wenn W1 regulér, dann auch Wi
regulér. Insgesamt also ist

L(G) = |J Wuynl X;0 X1 regulér

j=1

Beispidl:
n=2;, G=({S m}, {0, 1}, R, s); R={(S, Om), (m, 10m), (m, €)}
Wi10=Woio= 0, Wi =0, Wy =10 (M =S, my=m)
X:1=0, Xo=e
W21 = Wi O Wigg LW: 110 LW120 =0
W21 = Wazo U Waiol W 110l Wiz =10 . .
W;|_22 = W121 U] W]_z]_ LW 221 L W221 =00 0(10) (}0) = 0(10)
L(G) = W112 L X1 0 W122X2 O X1 = W122 = 0(10)

Satz.  Zujeder reguldren Sprache L existiert eine sie erzeugende Typ-3 Grammatik
(rechts-linear) G,.

Beweis: Wenn L endlich: L ={py, ..., pn} GL=(M,A, R, S) rechtslinear mitM ={S},
R={(S p)|1<i<sn} und L =L(G.) d.h. Elementarsprachen sind vom Typ-3.
Sei Lj vom Typ-3 (rechts-linear) und G; = (M;, A, R;, S) rechts linear mit
Min Mj=0 furi#j undL;=L(G)

] & LiOL; rechts-linear mit L(Gy) =Ly UL, fir
Gp= (M, AR, S), M=M.1 MzD{S}, SOM1 L M, und
R=RiORU{(S S)(S )}
b) LilL, rechtslinear mit L(Gy) =LylL, fur
G=M,A,R S), M=M1;0M,, R=R™"/ ssn Ry, mOMy, pOA
0 L, rechtslinear mit L(G+)= L, fur
G-=(Mo, A, R, &), R=Ro ™"/, 1500 {So, €, mUM,, pLUA

Insgesamt sind demnach ausgehend von den Elementarsprachen alle reguléren
Sprachen rechts-linear.
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Beispiel:

L =0(10) reguldr mit A ={0, 1}

{0} = L(Go) mit Go = (So, A, { (S0, 0)}, S)

{1} =L(G1) mit Gy = (S, A, {(S1, 1)}, S1)
==> {10} = L(Gio) Mit G1o=({So, S}, A, {(So, 0)(S1, 1S0)}, S1)
==> {(10)'} = L(Guoy) Mit Guor = ({So, Si}, A, Ruoy» S1)

Raoy = {(So, 0S)), (S1, 1S0), (Su, €)}
==> L=L(G)mitG=({So S, Si},A,R, So)
R={(S0, 0S1), (So, 0Sy), (S1, 10)(Sy, €)}

m

Anfang Anfang

Folgerung: Eine Spracheist genau dann regulér, wenn sie (rechts-)linear ist.

Bemerkung: Jede durch eine rechts-lineare Grammatik erzeugte Sprache kann durch
eine links-lineare Grammatik erzeugt werden und umgekehrt.

( Spiegelung der rechten Seiten der Regeln (M, p) URiectts < (M, P2) URlinks )

Folgerung: DieKlasse der reguléren Sprachen stimmt mit der Klasse der Typ-3 Sprachen
Uberein.
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2.3 Kontextfreie Grammatiken und Sprachen

Kontextfreie Grammatiken und Sprachen (Typ-2) werden haufig zur Definition der Syntax
von Programmiersprachen, bei der Syntaxanalyse bzw. der Analyse von Blockstrukturen
eingesetzt. Die Menge der Regeln (m, v;) mit dem Metazeichen m auf der linken Seite werden
dabei bevorzugt in der Backus-Naur-Formm - v4| v ... v notiert.

Als Metazeichen treten vielfach selbst wieder Worter auf, die zur syntaktischen Kennzeich-
nung in spitze Klammern gesetzt werden.

Beispiel: Syntax der arithmetischen Ausdriicke ohne Konstanten
Terminalzeichen: a b, ..., z, +, *, (, ) ; Metazeichen: <Aus>, <Var>; Startzeichen: <Aus>
Regeln: <Aus> - <Aus> + <Aus> | <Aus> * <Aus> | (<Aus>) | <Var>

<Var> - al|b..|z
Die Ableitung fir das Wort (a+ b) * ¢ aus der von dieser kontextfreien Grammatik erzeugten
Sprache kann wie folgt als Graph (Ableitungsbaum) beschrieben werden:

<Aus>

<Aus> * <Var>
I I
( <Auss ) c

<Aus> + <Aus>

<Var> <Var>

I |
a b

Se G=(M,A, R, S) eine kontextfrele Grammatik mit den Regeln (m, v) 1 R und der
erzeugten Sprache L(G)={ p|p OA undS1 p} =Abl (S) n A"

Definition: Ableitungsbaum

Der geordnete bewertete Wurzelbaum W = (N, K, <, b) mit der endlichen Knotenmenge N,
der Kantenmenge K, der irreflexiven linearen Ordnung < auf N und der Bewertung b der
Knoten mit Zeichen aus M O A {€} heiRt Ableitungsbaum fiir das Wort p(] A" bzgl. der
Grammatik G falls

-b(Wurzd) =S,

- wenn Nach (n) = (n; ... ny), dann gilt ( b(n), b(ny) ... b(ny)) O Rfuralen ON,

- wenn n Blatt, dannist b(n)OJ A [ {&}, sonst b(n) O M,

- wenn Rand (W) ={n4 ... ni}, dannist b(n,) ... b(ny) = p.

(Nach (n) bzw. Rand(W) bezeichnet das Tupel der Nachfolgeknoten von n bzw. Blétter von
W in der gegebenen Ordnung < , wo jeder Knoten n < jedem Nochfolger von n ist und die
Nachfolgeknoten von links nach rechts geordnet sind.)
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Satz: Beziehung zwischen Ableitungsbaumen und Ableitungen

Gegeben sai die kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S). Dann gilt:
pOL(G) genau dann, wenn ein Ableitungsbaum fur p bzgl. G existiert.

Beweis. Allgemeiner kann induktiv Uber die Lange einer Ableitung bzw. tber die Hohe des
entsprechenden Ableitungsbaumes gezeigt werden, daR fiir alle qJA” und m(IM eine
Ableitung mi g genau dann existiert, wenn es einen Ableitungsbaum W
mit b(Wurzel) = m und b(Rand(W)) = q gibt. Dabel ist zu beachten, dal3 ein
Ableitungsbaum mehrere Ableitungen fir ein Wort p[L(G) erzeugt, je nachdem
in welcher Reihenfolge die den Unterbdumen des Ableitungsbaumes fir p
entsprechenden Ableitungen mi1 g fur Teilworter von p angewendet werden.

Beispid: Bezlglich der Grammatik G={S,T}, {a, b}, R, S mt R={ S - alS|a,
T - SS|SbT |ba} entsteht fur das Wort aabbaa (1 L(G) der folgende Ableitungsbaum :
S
/I |\

a T S
/N
S bTa
| /\
a b a

Damit konnen u.a. die Ableitungen S - aTS - aSbTS - aShTa - aabTa - aabbaa,

S- alS- ala- aSbTa - aSbbaa - aabbaa,

S- alS- aShTS - aabTS - aabbaS - aabbaa
erzeugt werden. Die zweite bzw. dritte Ableitung ist dadurch ausgezeichnet, dal3 hier die
Erzeugung des Wortes aabbaa entsprechend dem Aufbau des Ableitungsbaumes von rechts
nach links bzw. von links nach rechts vorgenommen wird. Man spricht dann, von einer
Rechts- bzw. Linksableitung.

Eigenschaften:
a) Zu jedem Ableitungsbaum existiert genau eine Rechts- und eine Linksableitung.

b) Existieren zu einem Wort aus L(G) mehrere Ableitungsbaume bzw. mehrere Rechts- /
Linksableitungen, dann heil3t G mehrdeutig.

c) Eine kontextfreie Sprache heifdt ererbt mehrdeutig, wenn jede sie erzeugende kontextfreie
Grammatik mehrdeutig ist.

d) Wenn W Ableitungsbaum bzgl. der kontextfreien Grammatik G ist und
| = Max(1(p) | (m,p) 0 R) dann gilt I(Rand(W)) <",
e) L(G) ={ b(Rand(W)) | W Ableit.baum bzgl. G, b(Wurzel) = S und b(Rand(W)) DA}
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Definition: Reduzierte Grammatik
G = (M, A, R, S) sa eine kontextfreie Gramatik
a) mOM heifkt produktiv, wenn ein pOA” mitm [ p existiert.
b) MM heiRt erreichbar, wenn p, g0 (M 0 A) " mit S[ pmq existieren.
c) G heild reduziert, wenn alle m aus M erreichbar und produktiv sind.

Satz: Existenz &quivalenter reduzierter kontextfreier Grammeatiken
a) Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # [ existiert eine &quivaente
kontextfreie Grammatik, die nur produktive M etazei chen besitzt.
b) Zu jeder kontextfreien Grammatik existiert eine aguivalente kontextfreie
Grammatik, die nur erreichbare Metazeichen besitzt.
C) Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # [0 existiert eine
aquivalente kontextfreie reduzierte Grammeatik.

Beweis: Bei @) und b) sind die aguivalenten Grammatiken nach Bildung der Teilmengen
produktiver bzw. erreichbarer Metazeichen und dementsprechender Reduktion der
Regelmengen effektiv konstruierbar. Werden erst die unproduktiven und danach die
unerreichbaren Metazeichen entfernt, dann entsteht im Ergebnis eine aquivaente
reduzierte Grammatik. (\Vergleiche Bemerkung 3.)

Bemer kungen:

1) Das Metazeichen Sist produktiv genau dann, wenn L(G) # [ .

2) Im Ableitungsbaum von pLIL(G) bzgl. G ist jeder innere Knoton (nicht Blatt) mit einem
produktiven und erreichbaren Metazeichen bewertet.

3) Es existieren produktive Metazeichen, die von S nur Gber unproduktive Zeichen erreichbar
sind.

4) Fur kontextfrele Grammatiken G ist e[JL(G) genau dann, wenn S in der Grammatik
(M OA, O,R, S) produktiv ist, d.h. die e-Eigenschaft ist entscheidbar. (Allgemein ist fur

kontextfreie Grammatiken auch mi] € entscheidbar. Ein Metazeichen m mit dieser

Eigenschaft heil3t nullierbar.)

5) Zu jeder kontextfreier Grammatik G existiert eine kontextfreie Grammatik G', die keine
€-Regel (m, €) enthdt und fur die L(G") =L(G) \{¢} dqilt.

6) Zu jeder kontextfreien Grammatik existiert eine aquivalente kontextfreie Grammatik,
ohne Kettenregeln (u,v) mit u,v M (Metazeichen werden durch Metazei chen ersetzt).

Die Grammatiken ohne €-Regeln bzw. ohne Kettenregeln mit den in 5) bzw. 6) genannten
Eigenschaften sind durch geeignete Manipulationen der Regel mengen effektiv herstellbar.

Definition: Chomsky-Normaform

Eine kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S) heif3 in Chomsky-Normalform
wenn fir jede Regel (u,v) O Rgilt: ugM undvOM2 O A,
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Satzz Konstruktion e ner reduzierten Chomsky-Normalform

Jede kontextfreie Sprache L mit L # [0 und € [JL kann durch eine kontextfreie
reduzierte Chomsky-Normalform erzeugt werden.

Beweis: Nach den vorangegangenen Sdtzen bzw. Bemerkungen kann 0.B.d.A. von einer L
erzeugenden kontextfreien reduzierten Grammatik ohne e-Regeln und ohne Kettenregeln
ausgegangen werden. Fir ale Regeln (u, v) dieser Grammatik gilt: v(JM" 0 A mit n>2.

Die Regeln (u,v) mit v = my ... mp fur n>3 werden ersetzt durch die neuen Regelmengen
Ru v = {(u mmy . mpl, ), o (M o My J vy MilMisg o Mol ), -
([Mpq1 - Myl vy, My.1Mp)} mit den neuen Metazeichenmengen M, w={[M; ... M@, v |
2<isn-1} undMy vy nM=0.

Die so entstehende Grammatik ist kontextfrel, reduziert und in Chomsky-Normalform (die
rechten Seiten der neuen Regeln sind Worter aus (M, vy 0 M)2) und erzeugt L.

Insgesamt kann also eine reduzierte Chomsky-Normaform zu L konstruiert werden, wenn
ausgehend von einer beliebigen L erzeugenden kontextfreien Grammatik zunéchst eine
aquivaente reduzierte, dann dazu eine aguivalente Grammatik ohne €-Regeln und ohne
Kettenregeln und schliefdich die Grammatik nach obiger Konstruktion bestimmt wird.

Beispiel: Fur die reduzierte kontextfreie Grammatik ohne e-Regeln und ohne Kettenregeln mit
der RegelmengeS— aT |bY, T - alT |bS|b, Y - bYY |aS|aentsteht mit den Metazeichen
A, B fir a, b die &guivaente Grammatik mit der Regelmenge S — AT |BY, T - ATT |BS| b,
Y - BYY |AS|a A - a B - b. Mit den Metazeichen [TT], [Y Y] entsteht nach obiger
Konstruktion die zur Ausgangsgrammeatik aquivaente reduzierte Chomsky-Normalform mit
der neuen Regelmenge S - AT |BY, T - A[TT] |BS| b, Y - B[YY] |AS|4a [TT] - TT,
[YY]-YY,A-aB-h

Als Ableitungsbaum fir das Wort aabbab bzgl. dieser Chomsky-Normalform erhalten wir
einen im Inneren bindren Wurzelbaum W mit |N| < 3-2Hohe(W)-1 - 1 Hoheg(W) >
Id (1 (Rand(W))) und | ( Rand(W)) < 2Hohe(W)-1,

I
2 TN
A [TT]

Definition: Greibach-Normaform

Eine kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S) heil in Greibach-Normalform,
wenn fiir alle Regeln (u, v) OR gilt: uOM und vAM.
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Satz: Existenz einer erzeugenden Greibach-Normalform

Zu jeder kontextfreien Sprache L mit e [IL gibt es eine Sie erzeugende
kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform.

Beweis:

1) Ersetzt man in einer kontextfreien Grammatik die Regeln (m, pm'g) mit (', v;) LR durch
die Regeln (m, pv;q), dann erhdlt man eine &quival ente kontextfreie Grammatik.

2) Nach Einfuhrung neuer Metazeichen m konnen die Regeln (m, mg;) mit (m, v;) OR und
v; Z mgjj durch die Regeln (m, vim), (M, q;), (M, g; M) ersetzt werden.

3) O.B.d.A. kann davon ausgegangen werden, dal3 L durch die kontextfreile Chomsky-
Normalform G=(M, A, R, S) mit M={mq, ... , m;} erzeugt wird.

Nach der ersten Bemerkung kann diese Grammatik durch sukzessives Ersetzen von Regeln

aquivalent so umgeformt werden, dai3 fur die Regeln (m;, m;q) gilt j<i. Weitere Umformung

nach Bemerkung 2) fuhrt zu einer &uivalenten Grammatik, deren Regeln (m, v) die

Bedingung v#wq erfullen. Die Regeln der so entstehenden Grammatik haben die Form

(mj, mym), (m;, &), (my', V'), (my, b) mit a bOA, m;, m;OM, m', m;* sind neue Metazeichen,

I(v)=2 und j>i. Durch rtickwartige Ersetzungen konnen die Regheln (m;, mjm’) bzw. (m', V')

durch (my, ag;) bzw. (m;', gq;) mit g LA und g # € substituiert werden. Die damit entstehende

kontextfrele Grammatik G'=(M', A, R', S) ist aquivalent zu G und enthdt nur Regeln (u, v)

mit v(JAM2 0 AM' O A (Speziafall der Greibach-Normalform).

Bemerkung: Wegen der speziellen Form der Regeln sind Greibach-Normalformen auch fur
die Anwendung im Zusammenhang mit Implementierungen von Interesse.

In Analogie zu den reguléren Sprachen, gilt eine Pumping-Eigenschaft nach

Satz: Pumping-Lemmafir kontextfreie Sprachen
Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine nat. Zahl n.>0, so da3 fur ale
puL mit I(p)=n. gilt: Es gibt eine Zerlegung p = piupovps mit I(upv)<ni,
| (uv)>21und fir allei>0 sind die Worter p;u'povips L.

Beweis. Fir L# O konnen wir nach friher bewiesenen Eigenschaften eine reduzierte
Chomsky-Normalform angeben, die L \{€} erzeugt. Fir jedes durch eine solche Grammatik
erzeugte Wort p gilt 1(p) < 21, wo n die maximale Lange der Pfade im Ableitungsbaum fiir
p ist. Wenn demnach n =2MI| (M Metazeichenmenge der erzeugenden Grammatik) und
[(p)=n., dann mui3 es im Ableitungsbaum fir p einen Pfad der Laénge /M/+1 geben. Alle
inneren Knoten (nicht Blatt) dieses Pfades sind mit Metazeichen bewertet. Der
Ableitungsbaum enthdt aso mindestens /M/+1 Metazeichen, d.h.,, mindestens ein
Metazeichen m kommt zweimal vor. Betrachten wir den kleinsten Unterbaum der m as
Wurzel und als inneren Knoten besitzt. Dieser hat as Randbewertung das Wort up,v mit der
Lange>n,. Das Wort uv kann nicht das leere Wort sein, da wir den kleinsten Unterbaum
ausgewalt hatten.

Wie aus nachfolgender Skizze zu ersehen ist, missen auch die Baume mit den
Randbewertungen p;pops und pyuipovips fur i>1 Ableitungsbdume bzgl. der gewahlten
Grammatik sein. Die Zahl n_ kann also so gewahit werden, dal3 die Ableitungsbaume mit der
Randbreite (Anzahl der Blétter = Lange der erzeugten Worter aus L) > n. mindestens die Hohe
IM/+1 erreichen.
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S S
m
m
m
PLU P2V Pg pruf AN\ ps A
m
Abletungsbaum fur p u. v
. (i-1)-mal A
S m u v
m
Y
P2 u pxVv
P1 P3
Ableitungsbaum fur p;pops Ableitungsbaum fur p;uip,vips

Beispidl: Die Sprache L={a@%"c" | n>1} ist nicht kontextfrel. Es mifite sonst nach Pumping-
Lemma ein n >0 und fur das Wort p=ah.b™.c. eine Zerlegung p=pjup,vpsz mit 1(up,v) <n,
[(uv)>1 geben, woflr g=p;pop30L (i=0) ist. Daraus wirde folgen, dal’3 upov Darb* O b*c*
und I5(uv) Z l,(uv) oder I (uv)#I(uv) oder [p(uv) # I (uv) gilt.  (Ix(p) = Anzahl der mit x
besetzten Stellenin p.)

Damit ware aber auch 15(q) # I,(q) oder 15(q) # I.(q) oder 1,,(q) # 1(q), d.h., qUL, dennin alen
Wortern aus L kommen a, b, ¢ jeweils gleich oft vor. L kann demnach nicht kontextfrei sein.

Folgerung: Allgemeiner haben wir damit nachgewiesen, dal3 keine der nicht endlichen
Teilmengen von
{pu{ab.c}* [14p)=ln(p)=Ic(p)} einekontextfreie Spracheist.

Definition: Die Funktionen f von A in 2B* mit f(a)d B* werden (A,B)-Substitutionen genannt
und auf Worter pJA* und Sprachen LOA* wie Ublich erweitert zu

f(e)={ e}, f(pa)=f(p) f(a) und f(L)= pUDL f(p).
Im Spezidfall /f(a)/=1 fur alle an)A wirkt f als Homomorphismus von A* nach B*.

Satz: Substitutionsgeschlossenheit
Wenn L kontextfrel und fur jedes alJA auch (@) kontextfrei, dann ist auch f(L) kontextfrei.

Beweis: Seien G=(M, A, R, S) bzw. G=(M,, B, R, S;) mit digunkten Mengen M, M4
kontextfreie Grammatiken, die die Sprachen L bzw. f(a) erzeugen. Die kontextfreie

Grammatik G=(M', B, R, §) mitM=M 0A 0 U M undR=R0{(a s) |anA} 0U R,
alJA allA

erzeugt dann offenbar die Sprache f(L).

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
49



2. Formale Sprachen und Grammatiken

Folgerung: Die kontextfreien Sprachen sind abgeschl ossen gegeniiber Homomorphismen.

Satz: Abgeschlossenheitseigenschaften

a) Wenn L; kontextfrei, dannsindauch Ly O Ly, L4l Lound Ly kontextfrei.

b) Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschl ossen gegentiber Durchschnitt- und
Komplementbildung.

Beweis:
a) Wenn Li=L(G;) mit G;=(M;, A, R;, §) und M{nM, =0, dannist L, 0L, = L(Gy),
L1l Ly =L(Go) bzw. Ly = L(G+) mit
Gy=M1O0M0{S},A,RIOR 0{(S S, (S}, 9),
Go= (M OMO{S}, AR ORT{(S 5 )}, 9),
G- =(MoU{S}, A, Ry U {(559). (Se)}.5)
b) Die kontextfreien Grammatiken G: S— YT, T - cT|c,Y - arb|ab
bzw. G:S- YT, T'- bT'c|bc, Y'- aY'|a erzeugen die kontextfreien Sprachen
L(G) ={ambmMc" |m, n>1} bzw. L(G)={db'c'|I, r>I}.
Der Durchschnitt L(G) n L(G') ={abici |i>1} ist aber nicht kontextfrei und wegen

L, O Ly =Ly n L, kann damit auch die Abgeschlossenheit gegeniiber Komplement nicht
vorliegen.
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2.4 Kontextabhéangige Sprachen

Bel den Typ-1 Grammatiken hatten wir zunachst zwischen monotonen und kontextabhangigen
Grammatiken unterschieden. Die kontextabhangigen Grammatiken sind nach Definition auch
monoton. Umgekehrt kann zu jeder monotonen Grammatik auch ene &aquivalente
kontextabhéngige Grammatik angegeben werden. Bevor wir dies zeigen, fuhren wir zunéchst
typunabhangig die separierten Grammatiken ein.

Definition: Separierte Grammatik
Eine Grammatik G = (M, A, R, S) heil} separiert, wenn fur jede Regel (u, v) [
Rgilt: uuvOM* oder uOM und vOA O{¢g}.

Satzz Zu jeder Grammatik G kann eine dquivalente separierte Grammatik Gg  konstruiert
werden.

Beweisskizze: Fir die Zeichen aaus A werden Doppelganger a8 0 A" gebildet und zu M as
neue Metazeichen hinzugeflgt. R* bezeichne die Regedmenge, die aus R
entsteht, wenn die Zeichen a durch ihre Doppelganger a ersetzt werden. Zu
der so entstehenden Regelmenge werden die Regeln (&, a@) fur dlea 0 A
hinzugeflgt. Fallsin R” Regeln (u, €) mit u O M O A” auftreten, dann nehmen
wir diese Regeln as weitere neue Metazeichen auf und ersetzen sie in der
Regelmenge durch die Regeln  (u, (u, €)) , ((u, €), €). Die so insgesamt
entstehende Menge von Metazeichen bzw. Regeln bezeichnen wir durch Mg
bzw. Rg . Die Grammatik Gg = ( Mg, A, Rg, S) ist separiert und erzeugt die
SpracheL (G), d.h,, ist &quivalent zu G.

Satzz Zu jeder monotonen Grammatik G kann eine aquivalente kontextabhangige
Grammatik G™ konstruiert werden.

Beweisskizze: O.B.d.A. kann zunéchst G = (M, A, R, S) als separiert angenommen werden.
Fir die Regelnr = (u, v) O R mit uv O M fuhren wir neue Metazeichen &
fr 1< i < Ju| und neue kontextabhangige Regeln
(afy ..ol oy, afp . ofjljeg ccouqy ) fr 1< < ul, (afy, vi) far
1<i<Min(|ul, v]) und (ar|u| V) mit v=vy v, |ul = vyl
Bezeichnet M” die so aus M gebildete neue Metazeichenmenge und R™ die
durch diese Regelersetzung aus R entstehende neue Regelmenge, dann ist die
Grammatik G'= (M, A, R’, S) kontextabhangig und aquivalent zu G.

(Die Ableitungen nach G° folgen denen nach G , denn die neuen
kontextabhéngigen Regeln sind an die Regelanwendung in G gebunden.)

Definition: Kuroda-Normalform
a) Ord(G)=Max{ v| | (u, vV)UR} heif¥ die Ordnung der Grammatik G=(M ,A,R,S).
b) G heilét langentreu , fallsfir ale (u, v) O R gilt: u= Soder |u| = v| und s nicht
inu.
¢) G heif% Kuroda-Normalform, fallsOrd (G ) =2, G langentreu und
mit (S, xy) DR ist x=S.
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Satz: Zu jeder monotonen Grammatik existiert eine &guivalente Kuroda-Normalform

Beweisidee: Zundchst kann man die Ordnung einer monotone Grammatik G mit
Ord (G) = 3 stets dadurch um 1 reduzieren, wenn die Regeln (u, v) mit  [v[|=3
durch neue regelgebundene Metazeichen Uber Zwischenschritte monoton
realisiert werden. Diese Ordnungsreduktion wird wiederholt angewendet bis
Ord (G) = 2. Die Bedingung der Langentreue wird dadurch erreicht, dai3 die
Regeln (x, y1y2) nach Einfihrung eines Metazeichens m’ durch (m'x, y1y?2)
ersetzt werden. Sichert man noch, dal3 das Zeichen m' jede Stelle erreichen
kann und benutzt ein neues Startzeichen s, dann erhdt man eine Kuroda-
Normalform, die durch die homomorphe Substitution f (s) = S, f (m’) = ¢,
f (X) =x ineinezu G aquivalente Grammatik transformiert wird.

Im weteren konnen wir dann voraussetzen, dal3 eine monotone Grammatik in Kuroda-
Normalform vorliegt.

Beispiel: Wir betrachten die Sprache L = {a@'b"a" | n = 1}. Diese nach Pumping-Lemma nicht
kontextfreie Sprache wird von der monotonen Grammatik G = ({S, A, a, b}, {a, b} ,R, S) mit
R={(S, aba), (S, aSAa), (aA, Aa), (bA, bb)} erzeugt.

(Die erste Regel erzeugt das Wort fur n=1 bzw. wird als Abschlul3regel zur Beseitigung von S
angewendet. Durch wiederholte Anwendung der zweiten Regel entstehen zunachst Worter der
Form a‘S(Aa)* und nach Anwendung der ersten Regel die Worter a"'b(Aa) .

Daraus kann das Metazeichen A nur durch k-malige Anwendung der vierten Regel beseitigt
werden, wobel mit Hilfe der dritten Regel die Reithenfolge von A und a vertauschbar ist.
Insgesamt entstehen somit die Worter d**0**'d*! mit k = 1. Da die Anwendung der
Reihenfolge zwangslaufig ist, kénnen auch keine anderen Worter erzeugt werden.)

Als aquivaente separierte Grammatik entsteht nach oben skizzietem Verfahren die
Regelmenge {(S, apa)., (S, aSAa) , (aA, Aa), (BA, BB), (a, a), (B, b)} mit den neuen
Metazeichen o und 3 fur a und b. Um eine aquivalente kontextabhéngige Grammatik zu
erhalten, ist die Regel (A, Aa ) zu ersetzen durch die Regeln (a, 9), (A, dn), (, A), (n, a).
Um eine &quivaente Kuroda-Normalform zu erhalten, sind in der separierten Grammatik die
Regel (S, afa) zu ersetzen durch die Regeln (m’S, pa), (M, af}) und die Regel ( S, aSAa)
zu ersetzen durch die Regeln (m’ S, Tm), (m' 1T, ay), (Mm'Y, SA). Das neue Startzeichen s wird
mit der Regel (s, S) in das dte Startzeichen S Uberfuhrt. Mit der Regel (m'x, xm’) fir
(x O M) kann das Zeichen m’ an eine beliebige Stelle gebracht werden.

Fur kontextabhangige Sprachen (Typ-1) gelten weiter folgende Eigenschaften:

Satzz a) Jede kontextabhéngige Spracheist entscheidbar.
b) Jede kontextfreie Sprache, die nicht das leere Wort enthdlt, ist auch kontext-
abhangig.
c¢) Die Klasse der kontextabhdngigen Sprachen ist abgeschlossen gegen

Uber Vereinigung, Komplementbildung, Verkettung, Durchschnittsbildung,
inversen Homomorphismen, positiver Hillenbildung (L).

d) Fir kontextabhangige SprachenList L =0 und L =X* unentscheidbar.
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Beweisidee zu a) Man betrachte den endlichen Graphen, der die Worter der Lange < n als
Knoten und die Regelanwendungen aus der Grammatik als Kanten hat. Eine
Wort p mit |p| < n gehért genau dann zur Sprache, wenn es eine Ableitung
vom Startzeichen (Wurzelknoten) nach p as Pfad in diesem Graphen gibt.
Diese Pfade konnen effektiv aufgesucht werden.

Die Typ-1 Sprachen bilden also eine echte Teilmenge der Typ-0 (aufzahlbaren) Sprachen und
auch der entscheidbaren Sprachen. Die Typ-1 Sprachen umfassen die Typ-2
(kontextfreien) Sprachen bis auf die Sprachen, die das |eere Wort enthalten.
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3.1 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Zur Beschreibung formaler Sprachen wurden bisher Regelsysteme verwendet, die formale
Sprachen als Wortmengen erzeugen (generieren). Wir betrachten jetzt Verfahren, mit denen
entschieden werden kann, ob ein gegebenes Wort zu einer bestimmten Sprache gehoért. Wir
sprechen dann im Gegensatz zur Regelgrammatik, die die Sprache generiert, von ener
akzeptiven Grammatik bzw. von einem Akzeptor. Wie schon bei endlichen Automaten im
Zusammenhang mit reguldren Sprachen geben wir das Verfahren a's abstrakte Maschine an.
Dazu erweitern wir zunachst den Begiff des endlichen Automaten, indem wir neben dem
Eingabespeicher (ROM) einen Lese-Schreib-Speicher (RAM) zur Verfligung stellen, diesen
einschrankend aber wie einen Keller benutzen. Dieser Speicher kann wieder Worter Uber
einem (Keller-) Alphabet aufnehmen und Uber die Operationen push (Einschreiben in den
Keller), pop (Loschen des obersten Kellerdlements) und top (Lesen des obersten
Kellerelementes) benutzt werden. Wenn p, q Worter Uber dem Kelleralphabet Y und y
Element von Y, dann gilt for diese Operationen push(p, ) = pg, pop(yp) = p und
top(yp) = y. Dabel steht das oberste Kellerelement am linken Ende des Kellerwortes, d.h. wir
lesen den Keéler von links nach rechts. (NatUrlich kann das auch umgekehrt festgelegt
werden.) Die so festgelegten abstrakten Maschinen (siehe Schema) werden Kellerautomaten
genannt.

Eingabeband
1 1 1
L1 L1 1

A 4
<

Automat | Kellerband

Y

Definition: Kellerautomat

Eine Struktur K = ( X, Y, Z, h, z5, S, F) heif¥ (endlicher) Kellerautomat,

wenn

a) X (Eingabedphabet),Y (Kelleralphabet), Z (Zustandsmenge) nichtleere
endliche Mengen,

b) zo O Z (Anfangszustand), SO'Y (Startsymbol),
F O Z (Endzustandsmenge),

c) h eineFunktionaus (X O{g} )x Z xY indeMenge aler endlichen
Tellmengenvon Z x Y*.
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Bemerkung: Der Kellerautomat ist allgemein nicht-deterministisch. Die Elemente der
endlichen Mengen h( x, z, y ), wo x das gelesene Zeichen des Eingabebandes
oder das leere Wort, z den vorliegenden Zustand und y das oberste
Kellersymbol bezeichnet, sind Paare ( z, q ) aus Folgezustand z und zu
schreibendem Kellerwort g als mdgliche Reaktionen des Automaten. Falls
dabel immer nur hdchstens eine Reaktion moglich ist, heidt K deterministisch

Arbeitsweise des Kdllerautomaten K:

Die momentane Situation von K wird durch eine Konfiguration k = (' p, z, q) beschrieben, wo
p das gegebene Eingabewort (Belegung des Eingabebandes ab aktueller Position), z den
aktuellen Automatenzustand und q das vorliegende Kellerwort (Belegung des Kellerbandes)
angibt.

Die Konfigurationen (p, zg, S) heifden Anfangskonfigurationen.

Die Konfigurationen (€, z,€) bzw. (&, zf q) mit zf O F werden als Endkonfigurationen
bezeichnet.

Mit Hilfe der Funktion h wird zu jeder Konfiguration k eine Menge von Folgekonfigurationen
k™ (in Zeichen: k |- k") wiefolgt bestimmt:

(P, z.9) |} (9", Z, d") genau dann, wenn p=xp’, g=yqy, q'=q, ‘gz und (z’, q1°) D h(x, z, y)

for yOY,qgp, a9 OY* und x O (X O{e}).

Durch }* bezeichnen wir wieder die transitive und reflexive Hiille von | und beschreiben
damit Konfigurationsfolgen. Dabei ist k | k* genau dann, wenn k = k™ oder es gibt eine
Folgekg ..., kn von Konfigurationen mit kg =k, kn=k und kj |kj+1 firaleo<i<n.

Definition: Akzeptierte Sprache
a) DieWortmenge Lg(K) ={p|p OX* und esexistiert einz [J Z mit
(p’ ZO!S) |_* (872’8)}
hei 3t die vom Kellerautomaten K mit leerem Keller akzeptierte Sprache .
b) DieWortmenge LE(K)={ p|p T X* und (p, zo, S) |—* (8,71, Q)
fureinzs JFund qOY* }
hei (3t die vom Kellerautomaten K mit Endzustand akzeptierte Sprache.

Bemerkung: Allgemeinist Lg (K ) # Lg ( K ). Wie spéter gezeigt wird, kann man durch
Modifikation des Kellerautomaten K den einen in den anderen Fall Uberfihren.
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Beispiel: Der Kellerautomat K = ({ 0,1}, { ab.c}, (zg, 21}, h, Zg, & O ) mit h nach

Tabelle

h y4y) Z1

a (20, ba) (2o, ca) (z1,8) |- - (21, ¢)
b (zo, bb)(z1, €) |(zo, cb) - (z1.&) |- -

c (zp. be) (zg. cc)(zy,8) |- - (z1.8) |-

X 0 1 € 0 1 €

akzeptiert z.B. dasWort 001100 durch die Konfigurationenfolge
(001100, zq, &), (01100, zq, ba), (1100, zq, bba), (100, zg, chba),
(00, z1, bba), (0, z1, ba), (g, 21, @), (€,21,€) bzw.

dasWort 00 durch die Konfigurationenfolge
(00, zq, @), (0, zg, ba), (g, 21, d), (€,21,€) bzw.

dasWort € durch die Konfigurationenfolge (g, zg, @), (€, z1, €).

Von diesem Kelerautomaten wird mit leerem Keler die Sprache
Le (K)={pp |p O0{01}*} akzeptiert. An den nichtdeterministischen Stellen
rét der Automat mit dem Ubergang zum Zustand z4 die Mitte des Eingabewortes.

Diese Sprache kann von keinem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert
werden.

Bemerkung: Kellerautomaten konnen auch wieder durch Graphen beschrieben werden,
wobei den Zustéanden die Knoten und den durch hmit (Z', 9 O h (X, z V)
mdglichen Ubergéangen die mit ( x, y, q) beschrifteten Kanten entsprechen.

Der Kellerautomat aus dem obigen Beispiel ist durch den folgenden Graphen

bestimmt.
@ 0b.en1e, 8 @
Zu Jar- Zl
0y b, 1y e (0b.8, [1o.£), [£.a,8)

Die Ubergangevon z nach z fur (2, q) O h (&, Y, z) heiRen &Ubergénge.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
56



3. Automaten und Sprachen

Satzz Akzeption mit leerem Kdler und Akzeption mit Endzustand

Zu jedem Kelerautomaten K gibt es enen Keélerautomaten K~ mit
Le (K) =LE (K) bzw. LE(K)=Lg (K").

Beweis: 1) Lg (K) =Lg (K"):
(K akzeptiert mit leerem Keller, K™ akzeptiert mit Endzustand)
Der Kellerautomat K = ( X, Y, Z, h, zg, S, O ) wird durch den Kellerautomat
K'=(X,Y,Z,h,zq",S,{zg} ) smuliert.
Wir fihren ein neues Startsymbol S™ ein und erweitern die Zustandsmenge Z durch
Hinzunahme eines Anfangszustandes zg™ und eines Endzustandes zg zu der neuen
Zustandsmenge Z'.

S gy, Zo,,ZgljZ, Y =YO {S}, =70 { ZO,,ZE}

Furdlex O X,y dY,z0OZisth und h identisch. Lediglich fir das neue
Startsymbol und den Anfangszustand zy™ konstruieren wir h™ derart, daf? ausgehend
vom Startzustand zg" und vom Startsymbol S° in den Zustand zy mit der
Kdlerinschrift SS* Ubergegeangen wird. Die neu entstandene Konfiguration ist die
Startkonfiguration des Kellerautomaten K. Akzeptiert der Automat K mit leerem
Keler, so ergibt sich die Kellerinschrift von K’ zu S'e. Anschlief3end wird in den
Endzustand z¢ Ubergegangen.

(e, 25, S) ={ (20, SS) },

h (8’ Z, S):{ (ZS’ 8)}7

h(x,z,y)=h(x,zy) furdlexOX,ydY,zOZ.

Falls K determiniert ist, dann ist auch K” nach dieser Konstruktion determiniert.

2) LE(K) = Lg(K")
(K akzeptiert mit Endzustand, K™ akzeptiert mit leerem Keller)
Der Kelleautomat K = ( X, Y, Z, h, zg, S, Zg ) wird durch den Kellerautomat
K=(X,Y",Z,zy,h,S,0) smuliert.
Wir konstruieren eine neue Zustandsmenge Z~ durch Hinzunahme der Zusténde
Zg ,z¢'. Das Kelleralphabet Y” ergibt sich aus dem Kelleralphabet Y, erweitert um
ein neues Startsymbol S'.

sSAOY, zy,z, 02z Y=YUO{S}, Z=20{zy,2z} und

Die Uberfiihrungsfunktion h” wird so gebildet, da bei erreichen eines
Endzustandes (z O Zg) in einen neuen Zustand zg" Ubergegangen wird, um
anschlieffend den Keller vollstandig zu leeren. Insgesamt gilt:
h'(e, zg', S) ={ (20, SS) },
h(e, ze',y)={ (z¢',€)} furdleyDY",
h(e,z,y)={ (zc',¢)} furdleyOY, zOZE,
h(x,z,y)=h(x,zy) furdlexOX, ydY, zOZ.
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Satzz Kdlerautomaten und kontextfreie Sprachen

Eine Sprache L ist genau dann kontextfrei, wenn es einen Kellerautomat K mit
L = Lg(K) gibt.

Beweis: @) Wenn L kontextfrei, dann gibt es einen Kellerautomaten K mit Lg(K) =L .
O.B.d.A. konnen wir voraussetzen, da3 L durch ene Grammatik
G=M, AR, S in reduzierter Chomsky-Normaform erzeugt wird, d.h.,
L =L(G).
Wir bilden den Kellerautomaten
K=(A,(MOA),{z},h, zS 0)mit
h(x,z,X)={(z,€)},h(s,z,u)={(z,v)} fur xOA, udM und(u,v) OR.

Man kann zeigen, dal3 es zu jeder Linksableitung eines Wortesp aus L bzgl. G
eine Konfigurationsfolge von K gibt, so da3 S [0 p gdw.
(.29 €29 __

Der Kellerautomat simuliert mit den Ubergdngen (¢, u, v) die Linksableitung und
schreibt jeweils das Spiegelbild der durch die Regelanwendung erzeugten
Worter a's Zwischenergebnisse in den Keller. Die Uberfuhrung (x, X, €) dient
dazu, den Keller von Eingabesymbolen aus A zu saubern, die bel der Simulation
im Keller entstehen. Genauer wird der Beweis induktiv Uber die Lénge der
Ableitung bzw. Konfigurationsfol ge gefuihrt.

b) Wenn K ein Kellerautomat, dann ist die Sprache L¢(K) kontextfrei.

Zu K =(X,Y, Z h zg, Sg, ) wird unter der Annahme € O Lg(K) die

kontextfreie Grammatik G = (M, X, R, S) konstruiert , wofur

M=X0OYO{[zy Z]l|lyOY,zzZ OZ}ud R=RglO Ry mit

Re={ (S [ zo Sn Z zOZ} und

R ={{(<[£,y°,z§9_1] ,]x)[lzl,yl},zZJ [22,y2,23]..[2" ,yn 2™ |
n=0,z 2z 0z xOXO{e,und(zl,yl ..y" )Oh(x, zy) bzw.
(z', ) O h(x,zy) firn=0}.

Man kann zeigen, dal3 fur die so gewdhlte Grammatik [z, S, z'] [1 p O X*
genau dann gilt, wenn (p, zg, S) |-* (g, Z, €) . Damit den Regeln aus Rg die
Ableitung ST [ zg, So, Z] erzeugt werden kann, folgt schliefflich p O Lg(K)
genau dann, wenn S[1 pOL (G). Fur e O Lg(K) ist noch eine entsprechende
Regd (S, €) in G zu ergénzen.

Folgerung: Zu jedem Kellerautomaten kann ein Kellerautomat mit einem Zustand angegeben
werden, der diesdlbe Sprache akzeptiert. (Die dem Satz entsprechende
Konstruktion dieses Kellerautomaten geht zu Lasten des Kellerumfangs.)

Definition: Deterministischer Kellerautomat, deterministisch kontextfreie Sprache

a) Ein Kellerautomat K = (X, Y, Z, h,z5, S, F) heildt deterministisch , falls
zu jeder Konfiguration k hochstens eine Folgekonfiguration k™ mit k |— K
existiert.

b) Eine formale Sprache L heil deterministisch kontextfrei, falsen
deterministischer Kellerautomat K mit Lg (K ) = L existiert.
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Satz: Durchschnitt mit reguldren Sprachen

Wenn L O X* (deterministisch) kontextfrei und R O X* regulér, dannist L n R
(deterministisch) kontextfrei .

Beweis: Zu den nach Voraussetzung existierenden (deterministischen) Kellerautomaten
=(X,Y,Z h, zg, S F) und endlichen Automaten A = ( X, Z', f, zy', Z¢) mit
LE(K) und R = L(A) konstruieren wir den (deterministischen) Kellerautomaten
=(X, Y, 27,0, 29, S FY),wo Z'=ZxZ',z2q5"= 2, 29'], F'=F x ZF" und
271,q)0 h(xy [zZ]) fdls(z,qg Oh(x,y,z)und f(x,2)=2",
.2’],q)0h'(e,y. [z 7]) fals (z,q) Oh (e, Y, 2).
Dann kann man zeigen: B B
LE'(K) =LR(K)nL(A),dennfurp0dX*,qUY* z OF z’'0ZF ist
(P.[20201.9) F&[2,27],0) gdw. (p, 20, S) } (g2, 9) undf(p,zg) = 2"

N|N| || ||

Satzz Abgeschlossenheit gegenuber inversen Homomorphismen

Wenn L O X* (deterministisch) kontextfrei und f : X* - X* eine Substitution mit
f( pg ) = f(p) f(g) far ale p,g O X* (Homomorphismus), dann ist f'l(L)
(deterministisch) kontextfrei.

Beweis. Zu den nach Voraussetzung existierenden (deterministischen) Kellerautomaten
K=(X,Y,Zh 25, S F) mit L=LE(K) konstruieren wir den (deterministischen)
Kellerautomaten K'= ( X, Y, Z', h', [ zo, €] , S F x { € } ) mit
Z=27 x { p | exigtiet pO0 X* , x O X mit f(x)=pp} und

hx,yy [lzel)={(lzfX].,y)lx0OX ydY},

d.h.,, zur Eingabe xwird f (X) as Eingabe fir K erzeugt, bzw.

h (g

ey, [zpl}t={([z,pl a)l(z,q)0 y, z) },
d.h., es werden e-Ubergange von K smuliert, bzw

h(ey. [zxp])={([zpl.a)l[{za)Th(xyz)},
d.h., eswerden Ubergange von K zur Eingabe x simuliert.

Dann kann gezeigt werden, dal3 fur zf O F gilt:
(Plzol.S) F k' (elzrel.a) gaw. (f(p)20.) F k(. 21 q), dh. L (K)=F1(L).

Definition: Min(L)={p | pCIL und fur alle g: wenn qUJL Anfangsstiick von p, dannist p=q}als
die Menge aller Worter aus L, fur die kein echtes Anfangswort zu L gehort, wird
als Minimumvon L bezeichnet.
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Satz. Abgeschlossenheit gegentiber Minimumbildung
Wenn L deterministisch kontextfrel, dann ist auch Min(L) deterministisch
kontextfrel.

Beweis. Zu dem nach Voraussetzung existierenden deterministischen Kellerautomaten
K=(X,Y,Zh z5 S F)mit L (K ) =L konstruieren wir den deterministischen
Kellerautomaten K'=(X,Y,Z,h",z5,S,F) mit h'={h | XxYxZ \ F}, d.h., aus h werden
die von Endzustanden ausgehenden Ubergénge gestrichen. Dann gilt:
LE(K)=Min(L).

Bemerkung: Es existieren kontextfreie Sprachen, die nicht determininistisch kontextfrel sind.

Beispiel: DieSprache L={pp |pO{ a b}*} wirddurch die Grammatik mit den Regeln
S - aSa | bSh | e erzeugt ist dso kontextfrel. Wenn wir annehmen, dal3 L
deterministisch kontextfrei ist, dann waren L = L n (ab)* (ba)* (ab)* (ba)* =
= {(ab)M (ba)" (ab) (ba)M | M =1,n=>0} und MinlL)={ p|p OL" und
n < m} auch deterministisch kontextfrei, woraus im Widerspruch zu friher die
Kontextfreiheit von f-1J(Min (L) ={anb"a'bM|0<n<m} mit der
homomorphen Substitutionf (@) = ab, f (b) = ba folgen wirde.

Folgerung: Nichtdeterministische Kellerautomaten sind hinsichtlich der von ihnen akzep-
tierten Sprachen ausdruckstérker als deterministische Kellerautomaten.

Bemerkung: Es existieren deterministische Kellerautomaten K mit nicht regulérem Lg(K).

Beispiel: Die nicht regulére Sprache L ={ abal |n >0} wird von dem deterministischen
Kellerautomaten K = { a b }, {S}, { zo, 21, 22 }, h, z5 S mit
h@ zo, S) = (2o S9), hib, 20, S) = (z1, 8, h(a z1, 9 = (z1, &),
h(b,z1,9 =229, h(az S5 =(23,9), h(b 23 95 =(z2,S zum leeren
Kellerim Zustand zq akzeptiert, d.h.,, L =Lg(K).

Folgerung: Deterministische Kellerautomaten sind hinsichtlich der von ihnen akzeptierten
Sprachen ausdrucksstérker al's endliche Automaten.

Satzz Eigenschaften deterministisch kontextfreier Sprachen

a Wenn L deterministisch kontextfrei und R reguldr, dann ist die
Quotientensprache L/ R ={ p|existiet O R mit pqOL } deterministisch
kontextfrel.

b) Wenn L [0 X* deterministisch kontextfrei, dann ist auch ihr Komplement X* \ L
deterministisch kontextfre.

C) Zu jeder deterministisch kontextfreien Sprache L existiert ein deterministischer
Kellerautomat K ohne e-Ubergange fur Endzustande mit L =Lg (K ).

d) Es gibt deterministische Kellerautomaten K, wo Lg(K) nicht deterministisch
kontextfrei ist.

e) Deterministisch  kontextfreie  Sprachen sind nicht  abgeschlossen unter
Vereinigung, Verkettung, Iteration und Homomorphismen.
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3.2 Turing-Automaten und Regel-Sprachen

Um die Klasse der von Automaten akzeptierten Sprachen Uber die kontextfreien Sprachen
hinaus zu erweitern, heben wir die beim Kellerautomaten angenommene Beschrénkung des
RAM-Speichers as Keller wieder auf und betrachten ein unendliches Speicherband, wo an
beliebigen Stellen (Zellen) gelesen und geschrieben werden kann. Wir benutzen dazu das nach
beiden Seiten offene Eingabeband. Um beliebige Stellen dieses Bandes zu erreichen, geben
wir dem Automaten die Mdglichkeit, neben dem Lese- und Schreibvorgang, ausgehend von
einer Zelle die linke oder rechte Nachbarzelle aufzusuchen. Zusammen mit dem zu
schreibenden Symbol wird diese Bewegungsmoglichkeit durch eine Ausgabereaktion des
Automaten bestimmt. Wir folgen dem von Turing (1936) vorgeschlagenen Modell des
Turing-Automaten und untersuchen die von diesem akzeptierte Sprachklasse.

Definition: Turing-Automat

Eine Struktur T = (X, Y, Z, h, zg, F, #) heil3 Turing-Automat , falls

a) X, Y, Z nichtleere endliche Mengen, X 0 Y, Y n Z=0O,#0Y\ X,
zoUZ,FOZ und

b) heine FunktionausY x Z indie Potenzmengelber Y xZ x{r,1,0}.
(Die im algemeinen partielle Funktion h mit Tripelmengen as
Funktionswerte kann auch als Relation tber Y X ZxY xZx{r 1,0}
aufgefaldt werden. r, |, o kennzeichnen die Bewegungsmdglichkeiten als

Ausgabereaktion.)
Bezei chnungen: X Eingabeal phabet, Y Bandal phabet,
Z Zustandsmenge, F Endzustandsmenge,
Zg Anfangszustand, # Leerfeldsymbol (Blank),

h Uberfiihrungsfunktion.

Schematisch kann man einen Turing-Automaten wie folgt darstellen:

Y RAM
> h Steuerautomat
4
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Bemerkung: Hinsichtlich der Readisierung des Speichers und seiner Nutzung sind noch
andere Modellvorstellungen entwickelt worden, z.B. mehrere Speicher mit
verschiedenen Grundal phabeten, andere Adressierungs- bzw.
Bewegungsmdglichkeiten, die im wesentlichen aber keine grundsétzliche
Erweiterungen gegentiber dem obigen Modell darstellen.

Zur Beschreibung der Arbeitsweise eines Turing-Automaten bel vorgegebener Beschriftung
des Speicherbandes fuhren wir Konfigurationen as Wérter der Form pzq aus Y*ZY* ein,
wo z den aktuellen Zustand des Steuerautomaten, p die Beschriftung des Speichers links von
der adressierten Zelle, q die Beschriftung des Speichers ab der adressierten Zelle nach rechts
und das erste Zeichen von g den Inhalt der adressierten Zelle bestimmt. Der Automat arbeitet
immer auf einem endlichen Abschnitt des Speichers und aul3erhalb dieses Abschnittes ist der
Speicher mit dem Symbol # (Blank) beschriftet.
Alle Konfigurationen #* pzg#* werden mit pzq identifiziert, d.h., vor p bzw. hinter q dirfen
beliebig viele # geschrieben werden.
Zu einer Konfiguration pzq werden Folgekonfigurationen p'z’'q” als Verhatensreaktion des
Automaten wie folgt definiert:

Wenn (y, z',r) O h(x,z) mit g=xw,dannist p"=py undq'=w mdglich.

Wenn (y, ', 1) O h(x,z) mitp=vx’,g=xw,dannist p’=v und q =X"yw mdglich.

Wenn (y, Z', 0) O h(x,z2) mit gq=xw, dannistp’=pund g=yw mdglich.
Die Folgekonfigurationen entstehen durch Anwendung folgender Substitutionsregeln:

Bel Bewegung rdurchdieRegel zx - yz',
bei odurchdieRegel zx — Z'y
und bei | durchdieRegel x'zx —» Xy flr beliebigex' 0 Y.

Fassen wir diese Regeln zur Regelmenge RT zusammen, dann kann der Ubergang von der
Konfiguration pzqg zu einer Folgekonfiguration p’z'q” wie Ublich mit pzq |- p'z’q durch
Regelanwendung beschrieben werden, wobel die Symbole # vor p bzw. hinter g nach Bedarf
Zu erganzen sind.
Bezeichnet |* wieder die reflexiv, transitive Hulle von |, dann ist die von dem Turing-
Automaten akzeptierte Sorache durch die Wortmenge

L(T)={q|gDOX* undesexigtiert einzf O F mit zoq |P* vzw }
gegeben.
Ein Wort q , as Anfangsbeschriftung des Speicherbandes, wird vom Turing-Automat genau
dann akzeptiert, wenn die Konfigurationsfolge zu einem Endzustand fuhrt. Das Eingabewort q
muf3 dabei nicht notwendig vollsténdig gelesen werden. Die Akzeption sagt nichts dartber
aus, nach wieviel Schritten ein Endzustand erreicht wird. Da h algemein partiell ist, muf3
nicht zu jeder Konfiguration eine Folgekonfiguration definiert sein. In diesem Fall sagt man,
da3 der Turing-Automat halt. Wird ein Wort nicht akzeptiert, dann kann die
Konfigurationsfolge unter Umstanden unbeschrankt fortsetzbar sein, ohne dal3 ein Endzustand
angenommen wird oder der Automat anhélt.

Modellvarianten :

a) Turing-Automaten mit halbseitig unendlichem Speicher
Dader Automat zu jedem Zeitpunkt nur einen endlichen Speicherbereich benutzt hat, kann
bei notwendigen Bewegungen Uber das Speicherende vorher eine gegenléufige
Verschiebung des benutzten Speicherbereiches vorgenommen werden. (Auffillen mit
Blanks.)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
62



3. Automaten und Sprachen

b) Mehrband-Turing-Automaten

Mehrere Speicherbander koénnen zu einem Speicherband mit mehreren Spuren
zusammengefaldt werden. Die Zellen des gemeinsamen Speicherbandes werden
entsprechend mit Tupel von Symbolen beschriftet, die auf den gegebenen Speicherbander
stehen. Zur Festlegung der jeweils aktuell zu lesenden Zelle wird das dort vorhandene
Symbol in der Beschriftung des gemeinsamen Speicherbandes auf der entsprechenden Spur
durch einen Doppelganger ersetzt. Diese Doppelganger sind als neue Symbole in die
Menge Y aufzunehmen. Sobald die jeweilige Z€elle nicht mehr aktuell ist, wird an dieser
Stelle auf der entsprechenden Spur wieder das Originalsymbol eingetragen.

Beide Varianten kénnen daher auf das urspriingliche Modell des Turing-Automaten
zurlckgefthrt werden.

Definition: Deterministischer Turing-Automat
Ein Turing-Automat T = ( X, Y, Z, h, zg, F, #) heil3t deterministisch , falls h
eineadlgemein  partiedlle Funktion aus Y xZinY xZx{r, |, 0} ig,
d.h., |h(y,z)|<1lfuradleydY undzOZ.

Satz.  Aquivalenz nichtdeterministischer und deterministischer Turing-Automaten
Zu jedem nichtdeterministischen Turing-Automaten 183 sich ein deterministischer
Turing-Automat angeben, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweisidee: 0O.B.d.A. kann von Turing-Automaten mit einem Speicherband und jeweils
hochstens zwel moglichen Folgekonfigurationen ausgegangen werden. Die
bildbaren Konfigurationsfolgen kénnen dann as Worter tUber einem binéren
Alphabet codiert werden. Es wird jetzt ein Dreiband-Automat konstruiert, der
im ersten Band das Eingabewort und im zweiten Band die Kodeworter fir die
Konfigurationsfolgen des nichtdeterministischen Automaten  speichert.
Nachdem en Kodewort  gespeichert wurde, wird die entsprechende
Konfigurationsfolge auf dem dritten Band deterministisch ausgefiihrt.

Definition: Aufzahlbare (berechenbare) Sprache
Eine formale Sprache L heil (rekursiv) aufzdhlbar , wenn es einen Turing-
Automaten T mit L =L (T ) gibt, d.h., der L akzeptiert.

Beispie: Der Turing-Automat T=({0, 1}, {0, 1, N, E, #}, {20, 21, 22, 23, Z4} .h, Zo{ 24}, #)
mit h nach Tabelle

0 1 N E #
y4y) (N,z1,1) - - (E,z3,r) -
z1 (0,21 .,1) (E,zp,1) - (E,zp,n -
y4p) ©,z2,1) - (N,zo,1) (E 22,1) -
z3 - - - (E, z3;r) (#24,0)
Z4 - - - - -
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kann in Analogie zu den anderen Automatenbegriffen auch durch den Graphen

Oun®©

(EE) (EEN) (0,0,))
(0,0,) (EE)D
festgel egt werden.
Der Automat T akzeptiert die Sprache L (T) ={ 0"1"N |n=>1}. Dabe bedeuten
die Zustéande:
Zo (Anfangszustand) ersetzt ene rechtsstehende O durch N mit
Rechtsbewegung.

z1 sucht nach rechts die erste 1 und ersetzt diese durch E mit Linksbewegung.

zo sucht nach links das erste N und geht danach mit Rechtsbewegung in den
Zustand z,.

z3 sucht nach rechts das erste Blank und geht danach mit Rechtsbewegung in
z4 Uber.

z4 (Endzustand) ist der akzeptierende Zustand .

Zum Eingabewort 0011 entstent die Konfigurationsfolge z50011 | Nz7011 | NOzp11
NzoOEL | zoNOEL | NzpOEL | NNzqEL | NNEzj1 | NNzoEE | NzoNEE | NNzoEE
NNEz3E | NNEEz3 | NNEEz4.

Dieselbe Sprache wird durch den Zweiband-Automaten mit folgendem Graph akzeptiert.

([0#4,[00], [ ([L0L, [14, [rI])

(14, [14. [ol])  (##, [##, [o0])

Die Reaktionen auf den beiden Bandern sind jeweils in eckige Klammern gesetzt. Zunéchst
schreibt der Automat im Zustand zq die Nullen vor der ersten 1 vom ersten (Eingabe-)Band
auf das zweite Band. Dann wird im Zustand zq gepriift, ob danach auf dem ersten Band
soviele Einsen stehen wie auf dem zweiten Band Nullen. Nur dann geht der Automat in den
akzeptierenden Zustand z» Uber.
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Satz.  Turing-Automaten und Typ-0 - Sprachen
Eine formale Sprache L ist genau dann vom Typ-0 , wenn es einen sie akzeptierenden
Turing-Automaten Tmit L =L (T) gibt.

Beweis: @) Konstruktion ener Typ-O Grammatik G zum Turing-Automaten T mit
L(T) =L (G):
Se T=(X,Y,2Z h, zo F # und SOY O Z. Dann bildenwir M =Y 0 Z O {S}
und das zu T gehdrige Regelsystem R, sodal3 p O L (T) genau dann, wenn gilt
Zop 1 01zf02 mit gj O Y*, z¢ O F mit Hilfe der Regeln aus RT (bis auf
Blanks).
Wir bilden die RegelmengeR=RT O {7z - S, ¥S - S, Sy - S| zUF, ydY}.
Dann gilt p O L (T) genau dann, wenn zgp [1 S mit den Regeln aus R. Die
Grammatik G = (M, A, R, S) mit A=X 0 Z 0O {# und wo R" aus R durch
Umkehrung der Regeln entsteht erzeugt dann die Sprache L (G) mit der
Eigenschaft :
{zop|pOL(M}=L(G)n {zg}A* . Aus G kann leicht die gesuchte
Grammatik G mit L (G) =L (T) erzeugt werden.

b) Konstruktion enes Turing-Automaten T zur Typ-0 Grammatik G mit
L(G)=L (T)

Idee: Man bilde einen Zwelband-Automat , der auf dem ersten Band das
Eingabewort p aufnimmt und damit auf dem zweiten Band die Ableitungen
S q der Grammatik G bildet. (Die Ubergangsfunktion h des Turing-
Automaten entspricht den Regeln der Grammatik, wie eingangs erlautert.)
Danach werden Beschriftungen beider Bénder verglichen. Der Automat
akzeptiert, wennp=q.

Folgerungen: 1. Eine Sprache ist vom Typ-0 genau dann, wenn sie (rekursiv) aufzahlbar
ist.
2. Eine Sprache ist (rekursiv)aufzéhlbar genau dann, wenn sie von einem
deterministischen Turing-Automaten (mit einem Band) akzeptiert wird.

Definition: Entscheidbare Sprachen
Eine formale Sprache L [0 X* heilit (rekursiv) entscheidbar, wenn es einen
deterministischen Turing-Automaten T mit L = L (T) gibt, der fir jede Eingabe
pOX* hdt.

Bemerkung: Fir solche Sprachen ist durch T ein Entscheidungsverfahren gegeben, mit dem
flr jedes Wort aus X* festgestellt werden kann, ob es zu L gehort oder nicht.
Diese Entscheidung kann am Zustand, den T nach dem Anhaten einnimmt,
abgelesen werden. In jedem Fal ereicht der Turing-Automat T ene
Konfiguration, zu der keine Folgekonfiguration existiert.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
65



3. Automaten und Sprachen

Satzz  Zusammenhang zwischen aufzéhlbaren und entscheidbaren Sprachen
Eine Sprache L O X* ist genau dann entscheidbar, wenn L und ihr Komplement
X* \ L aufzéhlbar ist.

Beweisidee: a) Nach Definition ist L O X* genau dann entscheidbar, wenn ihr Komplement
X* \ L entscheidbar ist. Jede entscheidbare Sprache ist aber auch aufzahlbar.

b) Wenn L und X* \ L aufzéhlbar sind, dann existieren Turing-Automaten T und
T mit L(T)=Lund L (T) = X*\L .Man bilde einen Turing-Automaten
mit zwel Bandern, der auf dem ersten Band den Automaten T und auf dem
zweiten Band den Automaten T° simuliert bei dem gleichen Eingabewort
p O X*. Die Zustdnde dieses Automaten sind die Zustandspaare der
Automaten T und T'. Der Automat soll anhaten (keine Folgekonfiguration
definiert), sobald bei einem der Automaten T oder T ein Endzustand ereicht
wird. Das Wort p wird akzeptiert, wenn der Automat auf Band eins anhdlt, d.h.,
wenn T anhdlt.

Satz.  Existenz nicht entscheidbarer Sprachen
Es existieren (rekursiv) aufzahlbare Sprachen, die nicht entscheidbar sind.

Beweisidee: Jede endliche algebraische Struktur kann Uber einem zweielementigen Alphabet
{0, 1} kodiert werden, d.h., man kann eine injektive Funktion ® angeben, die
zu jeder Struktur eindeutig eine Folge (Kodewort) tUber {0, 1} bestimmt, aus
der umgekehrt auch die kodierte Struktur wieder ermittelt werden kann. Die
Werte von @ und ®-1 sind effektiv zu konstruieren. Entsprechendes gilt fir
Tupel aus (endlichen) Wortern und Strukturen.Sei @ eine solche Kodierungs-
funktion der Paare (p, T), wo p [0 X* und T Turing-Automat tber X.

Wir fuhren die (Universal)-Sorache Ly ={ ® (p, T) |pCO L (T)} O {0, 1}*
ein. Ly ist (rekursiv) aufzahlbar und wird durch einen Zweiband-Automaten T,
akzeptiert, der auf dem ersten Band zur Eingabe ® (p, T) entsprechend ®-1
zunéchst p und T bestimmt und danach auf dem zweiten Band den Automaten
T bei der Eingabe p simuliert. T, akzeptiert @ (p, T), wenn p von T akzeptiert
wird. Ty, heif3t Universal-Automat , daer beliebige T smuliert.

Andererseits ist die (Diagonal)-Sprache Lg = {®'(T) | ¢'(T)OL(T) } O
{0,1}*, wo @'(T) Kodewort von T, nicht aufzéhlbar, denn sonst mufite es
einen Turing-Automaten Tq mit L (Tg) = Lg geben, wofir @®'(Tg) U Lg =
L (Tqg) genau dann, wenn ®'(Tg) O L (Tg) ist.

Waére nun {0, 1}* \ L, aufzéhlbar, dann konnten wir Ly dadurch aufzahlen,
dai3 wir durch enen Turing-Automaten flur die Eingabe ®'(T) das
Kodewort ®(®P'(T), T) erzeugen und akzeptieren, wenn dieses Wort nicht zu
L gehdrt. Wenn aber {0, 1} * \ L, nicht aufzahlbar ist, dann kann die durch Ty,
aufzahlbare Sprache L, auch nicht entscheidbar sein.

Folgerung: Die aufzéhlbaren Sprachen sind nicht abgeschlossen gegen Komplement-
bildung.
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Defintion: Turing-berechenbare Funktion

Sel T en deterministischer Zwelband-Automat mit dem Alphabet X4 fur das
erste (Eingabe)-Band und X fur das zweite (Ausgabe)-Band. f1 bezeichne die
Funktion , die genau fir digenigen Worter p Uber X1 definiert ist, fur die T mit
p als Beschriftung des Eingabebandes anhélt, und der Funktionswert f(p) as
Beschriftung des Ausgabebandes entsteht.

Eine Funktion f aus X1* nach X2* helf3 (Turing)-berechenbar, wenn es einen
deterministischen Turing-Automaten T mit f1 = f gibt.

Eigenschaften: 1. Jede im intuitiven Sinne berechenbare Funktion ist Turing-berechenbar.
2. Es gibt Funktionen, die nicht Turing-berechenbar sind.

Definition: Turing-erzeugbare Sprache

Sel T ein nichtdeterministischer Mehrband-Automat mit einem (Ausgabe)-Band,
auf dem nur von links nach rechts geschrieben werden kann. Mit ERZ(T)
bezeichnen wir die Menge aler Inschriften dieses Ausgabebandes ohne Blanks,
die entstehen, wenn T angesetzt auf leere Bander anhdlt.

Eine Sprache L heift Turing-erzeugbar, wenn es einen nichtdeterministischen
Turing-Automaten T mit ERZ(T) =L gibt.

Eigenschaften: 1. Jede Turing-erzeugbare Spracheist (rekursiv)aufzahlbar und umgekehrt.
2. Wenn L aufzahlbar, dann gibt eseinen Turing-Automaten der jedes Wort
von L genau einmal erzeugt.
3. L ist genau dann entscheidbar, wenn es einen Turing-Automaten gibt, der
die Worter von L in aufsteigender Lange und genau einmal erzeugt.

Definition: (rekursiv) reduzierbare Sprachen

Eine Sprache L1 O X4q*  heilit auf die Sprache Lo O Xo* (rekursiv) reduzerbar
(L1 7> Lo), wenn es eine Uberall auf X1* definierte Turing-berechenbare Funktion f nach
Xo* gibt, fur dief(p) O Lo genau dann gilt, wennp O L.

Eigenschaften: 1. Die Relation > ist reflexiv und transitiv.
2. L1 7> Lo genau dann, wenn Xq* \L1 7 > Xo* \ Lo.
3. WennLq 7> Lo giltund L2 ist aufzdhlbar, dann ist auch L 1 aufzahlbar.
4. L ist genau dann aufzahlbar, wenn L <> L, mit L; (Universal)-Sprache.
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Definition: Eigenschaften P aufzahlbarer Sprachen sind Teilklassen der Klasse L der Typ-0

Sprachen, d.h., Pradikate Uber L. Eine Eigenschaft P heifdt nicht-trivial, wenn P
mindestens eine und nicht alle Sprachen aus L o umfald, d.h., esgilt: 0 #P U L.

Satz. Existenz nicht entscheidbarer Eigenschaften aufzéhlbarer Sprachen (Satz von Rice)

Jede nicht-triviale Eigenschaft aufzéhlbarer Sprachen ist unentscheidbar.

Beweisidee:

Folgerung:

L sei eine aufzdhlbare Sprache mit L = L (T) und P sei eine nicht-triviae
Eigenschaft aufzahlbarer Sprachen , die auf L aber nicht auf O zutrifft, d.h.,
L OPund O OP. Eine solche Eigenschaft P existiert, da P entscheidbar genau
dann, wenn (nicht P) entscheidbar ist.
Zu einem Wort q Uber dem Eingabeaphabet von T konstruieren wir einen
Turing-Automaten Tq der bei enem Wort p ds Beschriftung des
(Eingabe)Bandes genau dann anhdlt , wenn der Automat T bei p und der
Automat T\, bei g anhélt, d.h., esgilt :

L(Tg)={plpOL und qUL (Ty =Ly}
Alsoist L (Tg)=L ,fdls qOLy und L (Tg=0 ,fals qULy.
Dasbedeutet : L (Tg) U P genau dann, wenng U Ly, .
Sei Lp = {®'(T) | ®'(T) Kodewort des Turing-Automaten T und L(T) O P}.
Wére Ly entscheidbar, dann wére auch entscheidbar, ob L(Tg) U P gilt oder
nicht. Damit wére aber im Widerspruch zu friher L, entscheidbar. Also kann L
nicht entscheidbar sein. Damit ist auch die nicht-triviale Eigenschaft P nicht
entscheidbar.

Es ist nicht entscheidbar, ob eine beliebige (rekursiv) aufzahlbare (Typ-0)
Sprache leer, bzw. endlich, bzw. regulé, bzw. kontextfrel, bzw.
kontextabhéangig, bzw. entscheidbar ist. (Nicht-triviale Eigenschaften)

Bemerkungen: 1. Folgende Eigenschaften (rekursiv) aufzéhlbarer Sprachen L sind nicht

(rekursiv) aufzahlbar: L = O ; L = X* ; L rekursiv-aufzahlbar ; L nicht
rekursiv-aufzéhlbar; Lreguldr; L\ Ly z0 .

2. Folgende Eigenschaften (rekursiv) aufzéhlbarer Sprachen sind (rekursiv)
aufzéhlbar : L #0 ; |L|=k>0; p0OL fir ein vorgegebenes festes
puUX*; Ln Ly #0.

3. Esist nicht entscheidbar, ob ein (beliebiger) Turing-Automat bel leerem
Eingabeband (nur Blanks) halt. (Hateproblem: Veralgemeinerung des
Satzes von Rice)
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3.3 Linear-beschrankte Automaten und kontextabhangige Sprachen

Die Monotonie der Typ-1 Grammatiken erlaubt es, das Speicherband des akzeptierenden
Turing-Automaten auf den Bereich des gegebenen Eingabewortes linear zu beschrénken.

Definition: Linear beschrankter Automat

Eine Struktur B = (X, Y, Z, h, zg, F, [, ] ) heif¥ linear-beschrankter Automat,

wenn

a) (X,Y, Z, h, zo, F) en (nichtdeterministischer) Turing-Automat (ohne Blank),

b) [,] OY\(XOZ) (linke bzw. rechte Randmarke) und

c)aus (y,Zz,0) Oh(y,2) folgt y =[ bzw.] genau dann, wenny =[ bzw. ]
und ausy =[ bzw ] folgt o# | bzw.r. (Die Randmarken dirfen weder
geschrieben, verandert, noch Uberschritten werden.)

DurchL (B)={ p|pUOX* und [zgp] |-* [uzsv] mit zs O F} wird die von B akzeptierte
Sorache bezeichnet.

Der Automat B kann nur auf dem durch das Eingabewort beschriebenen Bandbereich arbeiten.
Die Arbeitsweise von B wird durch das folgende Bild verdeutlicht:

[ ]| ¥ S ] Speicherband
- | Bewegung
|__.ﬂ
B Steuerautomat

¥

Satzz Typ-1 Sprachen und linear-beschrankte Automaten

Eine Sprache L ist genau dann vom Typ-1, wenn es einen linear beschrankten
Automaten B mit L (B)\{€} =L qgibt.

(Das leere Wort € kann durch einen Automaten B akzeptiert , durch eine monotone Gram-
matik aber nicht generiert (erzeugt) werden.)

Beweisskizze: a) Zu jeder monotonen Grammatik G = ( M, A, R, S) existiert ein linear-
beschrénkter Automat B mit L (G) =L (B).
O.B.d.A. kann G as Kuroda-Normalform vorausgesetzt werden, wobel fir
die Regeln (u, v) aus R gilt: [u|= Jv] <2undu M O M2 und Snichtinv
oder u=Sundv =Sy . Furjedes p L (G) gibt es dann eine Ableitung
SO Sg 0 pmit]gl = [p| -1 , dh., es wird zunéchst ein mit S
beginnendes Wort der Lange von p aufgebaut. (Esist nur ein Metazeichen
m mit q=mlPl-1 erforderlich.)
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Man kann nun einen linear-beschrénkten Automaten
B=(AY,Z h zo F [, ] ) angeben, wo h die langentreuen Regeln
rickwarts ausfihrt und das eingegebene Wort dann akzeptiert wird, wenn
zwischen den Randmarken ein Wort entsteht, dal? mit den Regeln
(S,v) O Raus S ableitbar ist.

(Man kann auch enen Automaten mit einem zweispurigen Band
konstruieren, der auf der zweiten Spur nichtdeterministisch ein Wort aus
L (G) erzeugt und dieses dann mit dem auf der ersten Spur stehenden
Eingabewort vergleicht. Der Automat akzeptiert, wenn beide Spuren
dasselbe Wort enthalten.)

b) Zu jedem linear-beschrankten Automaten B existiert eine monotone
Grammatik GmitL (B) \{€} =L (G).
Die Konstruktion von G wird analog zum entsprechenden Satz fur Turing-
Automaten durchgeftihrt, nur ist hier zu beachten, dal} stérende Hilfszeichen
wegen Monotonie nicht geléscht werden kénnen. Mit den Metazeichen
zX, 7, Z1, S, o, w fir x O X und z O Z werden deshalb folgende Regeln
konstruiert:
Ableitungsanfang: (S, ow), (o, x0), (o, X), (w, vd ) fur x O X und
(1,z;,r)0ON(],2),z¢ OF.
Simulation von B: (zX', zX) bei (x',Z,0)0h(x, 2),
(x'zX" , 2Xx) bel (X', Z,r)Oh(x 2),x OX,
(X%, xzX) be (x,Z,1)0h(x, 2),x OX und
xz], 2%, ([2%,[ x) bei (x',Z,r)Oh(x, 2), x OX.

Die Grammatik mit den so eingeflhrten Metazeichen und Regeln ist
monoton und generiert die von € verschiedenen Worter aus L (B).

Die linear-beschrankten Automaten charakterisieren demnach gerade die Klasse der Typ-1
Sprachen.
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Automaten und Sprachen

3.4 Sprach- und Automatenklassen

Ls

L2
L.

Lo

endliche Sprachen

regul&re Sprachen (Typ-3)

determ. kontextfreie Sprachen
kontextfreie Sprachen (Typ-2)
kontextabhénige Sprachen (Typ-1)

aufzahlbare Sprachen (Typ-0)

DEA

DKA

KA

LBA

TA

DTA
HTA

entscheidbare Sprachen

endliche Automaten
determ. endliche Automaten

determ. Kellerautomaten
Kellerautomaten
linear-beschréankte Automaten
Turing-Automaten

determ. Turing-Automaten
haltender Turing-Automat
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Stichwortverzeichnis

ableitbar 37
Ableitungsbaum 44, 45
Ableitungsbegriff 37
Ableitungsmenge 37
Akzeption mit Endzustand 57
Akzeption mit leerem Keller 57
Akzeptor 9, 54
Alphabet 34
Analyseverfahren 17
Anfangskonfigurationen 55
Anfangswort 35
Anfangszustande 5
antihomomorph 36
Anweisungssystem 33
aquivalent 9, 22, 37
Aquivalenz von reguléren Ausdriicken 14
Ausgabewort 6
Automat, 5

autonomer 5

deterministischer 5

endlicher 20

initiler 5

linear-beschrénkter 69

nicht-deterministischer 5

nicht-initialer 5

partieller 5

reduzierter 25

schwach initidler 5

vollstandiger 5

Zweiseitiger 29

zweiseitiger endlicher 28
Automat mit e-Ubergéngen 10
Automat ohne Ausgabe 6
Automatenanalyse 17
Automatenfunktion, 6

globale 6
Automatenmodell 3
Automatensynthese 15
Automatentafel 4,7

Backus-Naur-Form 44
Basis 34

Binédrkodierung 30

Blatt 45

Boolesche Funktionen 31

Chomsky-Klassifikation 37
Chomsky-Typen 39

Derivat 18
determinierte digitale Systeme 3
deterministisch 55, 58, 63

deterministisch kontextfrei 58
Diagonalsprache 66

direkt ableitbar 29, 37
Dualaddierwerk 4
Durchschnitt 59

echtes Teilwort 35
Eingabewort 6
Einsetzung, 35
simultane 36
Elementarsprachen 13
Endkonfigurationen 55
endlich erzeugbar 34
Endwort 35
ererbt mehrdeutig 45
Ergebnisfunktion 5
erreichbares Metazeichen 46
Ersetzung 35
erzeugbar 8, 34
erzeugte Sprache 37
Erzeugendensystem 34

Folgekonfigurationen 55, 62
Folgezustand 5, 6
Folgezustandsmenge 7

Gatter 31

Grammatik, 37
kontextabhangige 39
kontextfreie 44
lineare 39
linkslineare 39
rechtdineare 39
reduzierte 46
separierte 51

Halbgruppe 34
Homomorphieabgeschl ossenheit 22
Homomorphismus, 35

inverser 59
Huffmann 3, 31

Index einer Relation 24

Infix 35

Interpretation regulérer Ausdriicke 14
involutorisch 36

Isomorphismus 35

Iteration (Hulle, Stern) 13
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K Q

Keller 54 Quotientenabgeschl ossenheit 22
Kelleralphabet 54
Kellerautomat, 54 R
deterministischer 58 Rand 45
Kettenregeln 46 Randmarke 69
Kodewort 30 Regelgrammatik 37
Komplexprodukt 34 Regelsprache 37
Konfiguration 28, 55, 62 regu|are Ausdriicke 13
kontextabhanglge Sprmhe 51 regu|are Mengen 13
Kreuzungsfolgen 29 rekursiv aufzshlbar 39
L s
Langee'nes Wortes 34 Satz von Rice 68
léngentreue Abbildung 36 Schaltwerk 31
Leistung eines Zustandes 22 Schnittabgeschlossenheit 21
leistungsaquivalente Zusténde 22 Semi-Thue Systeme 37
sprachégquivalent 22
M Sprache, 34
Markierungsfunktion 27 akzeptierte 9, 29, 55, 62
Medy 3 aufzéhlbare (berechenbare) 63
Mealy-Automat 27 entscheidbare 65
Mehrband-Turing-Automaten 63 formale 34
mehrdeutig 45 kontextfreie 54
Metazeichen 37 mit Endzustand akzeptierte 55
Minimalautomat 26 mit leerem Keller akzeptierte 55
Minimumbildung 60 reduzierbare 67
Monoid, regulére 20, 39
freies 34 Startsymbol 37, 54
monoton 39 Stern 34
Moore 3 Steuerautomat 61
Moore - Automat 27 Substitution 49
Moore-Diagramm 27 Substitutionsabgeschl ossenheit 21, 49
Summe (Vereinigung) 13
N Syntheseverfahren 18
nicht-triviale Eigenschaft 68
Nichtterminal 37 T
Normalform, 39 Takt 31
Chomsky- 46 Teilwort 35
Greibach- 47 Termina 37
Kuroda- 51 Transitionsdiagramm (Zustandsgraph) 4, 5, 6, 7
Normalformgrammatiken 39 Turing 61
nullierbar 46 Turing-Automat, 61
deterministischer 63
(o) Turing-Automat hélt 62
Ordnung 51 Turing-Automat mit halbseitig unendlichem
Speicher 62
p Turing-berechenbar 67
Postfix 35 Tur!ng-berechenbare Funktion 67
Potenz 13, 34 Turi r}g-erzeugbf'are Sprache 67
Prafix 35 Typ-i Grammatik 39

Produkt (Verkettung) 13 Typ-i Sprache 39

Produktion 37

produktives Metazeichen 46 U

Pump| ng_l_en']ma 20 Universal-Automat 66

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen 48 Universalsprache 66
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\
Verhalten, 6
globales 6
Verkettung 34
Verzogerungseitung 32

w
Wortfunktion 6, 8
Wurzel 45

x-Nachfolger 18

Zustand einer Wortfunktion 8
zustandsisomorph 26
Zustandsmenge 5

e-Trangitionen 11
e-Ubergange 10, 11, 56
e-Eigenschaft 46
€-Regeln 46
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